Der Boolesche Primidealsatz

DIPLOMARBEIT

zur Erlangung des Grades eines Diplom-Mathematikers

Fachbereich Mathematik, Universitdt Hannover

vorgelegt von
Frithjof Dau
Hannnover, August 1994



Der Boolesche Primidealsatz

DIPLOMARBEIT

zur Erlangung des Grades eines Diplom-Mathematikers

Fachbereich Mathematik, Universitidt Hannover

vorgelegt von
Frithjof Dau
Hannnover, August 1994

Autor: Frithjof Dau  Hopfenberg 7
30982 Pattensen
Tel.: 05066/63906

Referent: Prof. Dr. Marcel Erné, Institut fiir Mathematik, Hannover

Koreferent: Dr. Michael Holz, Institut fiir Mathematik, Hannover



Eidesstattliche Erklidrung

Hiermit erklére ich an Eides Statt, daf3 ich die vorliegende Arbeit selbststéndig und ohne
Benutzung anderer als der angegebenen Hilfsmittel angefertigt habe. Die aus fremden
Quellen direkt oder indirekt iibernommenen Gedanken sind als solche kenntlich gemacht.

Pattensen, den 1. August 1994



Statt eines Vorwortes

A Note on Piffles
A. B. Smith

A. C. Jones in his paper “A Note on the Theory of Boffles“, Proceedings of the National
Society, 13, first defined a Biffle to be a non-definite Boffle and asked if every Biffle was
reducible.

C. D. Brown in “On a paper by A. C. Jones“, Biffle, 24, answered in part this question
by defining a Wuffle to be a reducible Biffle and he was then able to show that all
Wauffles were reducible.

H. Green, P. Smith and D. Jones in their review of Brown’s paper, Wuffle Review, 48,
suggested the name Woflle for any Wuffle other than the nontrivial Wuffle and conjec-
tured that the total number of Woffles would be at least as great as the number so far
known to exist. They asked is this conjecture was the strongest possible.

T. Brown in “A collection of 250 papers on Woflle Theory dedicated to R. S. Green
on his 23rd Birthday* defined a Piffle to be an infinite multi-variable sub-polynormal
Woftle which does not satisfy the lower regular Q-property. He stated, but was unable
to prove, that there were at least a finite number of Piffles.

T. Smith, L. Jones, R. Brown and A. Green in their collected works “A short introduc-
tion to the classical theory of the Piffle*, Piffle Press, $20, showed that all bi-universal
Piffles were stricly descending and conjectured that to prove a stronger result would be
harder.

It is this conjecture which motivated the present paper.

American Math. Monthly Vol. 84, 566, 1977
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Kapitel 1

Einfiihrung

Eine der wichtigsten grundlegenden Aussagen der Verbandstheorie ist der Boolesche
Primidealsatz, abgekiirzt BPI (Boolean Prime Ideal Theorem):

BPI: Jeder Boolesche Verband enthilt ein Primideal.

Diese Aussage wird normalerweise in der Verbandstheorie mit Hilfe des Auswahlaxioms,
abgekiirzt AC (Axiom of Choice), bewiesen.

AC:  Zu jeder Familie (X;);c; nichtleerer Mengen existiert eine Auswahlfunktion,
d. h. eine Funktion f : I — U,c; X; mit f(i) € X; fiir jedes i € I.

Das Auswahlaxiom hat im Gegensatz zu allen anderen Axiomen der Mengenlehre einen
sehr nichtkonstruktiven Charakter und auch diverse recht unanschauliche Konsequen-
zen. Aus diesem Grunde stellte sich schon recht frith die Frage, ob die Hinzunahme
des Auswahlaxioms zu den restlichen Axiomen der Mengenlehre nicht zu einem wider-
spriichlichen Axiomensystem fiihrt, d. h. zu einem Axiomensystem, in dem ein Wider-
spruch, also z. B. ein Satz der Form ¢ A —¢, herleitbar ist. Es ist ein elementarer Satz
der Logik, daf in einem widerspriichlichen Axiomensystem jede beliebige Aussage her-
leitbar ist, womit ein widerspriichliches Axiomensystem also vollkommen unbrauchbar
ist. Nach einem Resultat von Godel ist es nicht moglich, die Widerspruchsfreiheit (ein
anderer Ausdruck dafiir ist Konsistenz) eines hinreichend starken Axiomensystems (die
Mengenlehre ist so eines) mit Mitteln zu beweisen, die nicht iber dieses Axiomensystem
hinausfiihren (siehe [Géde31]). Allerdings war Godel auch in der Lage, die relative Wi-
derspruchsfreiheit des Auswahlaxioms zu dem Axiomensystem der Mengenlehre, das ich
auch wie allgemein iiblich mit ZF bezeichne, nachzuweisen: Er bewies, dafl aus der Kon-
sistenz von ZF die Konsistenz von ZF zusammen mit dem Auswahlaxiom folgt (siehe
[Gode40]). Wenn man also an die Widerspruchsfreiheit der Mengenlehre glaubt, und das
tun wohl die meisten Mathematiker, so kann man auch unbedenklich das Auswahlaxiom
mitbenutzen.

Nach diesem Resultat stellte sich natiirlich zwangsléaufig die Frage, ob das Auswahlaxiom
in der Mengenlehre sogar beweisbar ist. Doch es dauert noch einmal bis ca. 1963, bis
auch diese Frage geklart werden konnte. Zu diesem Zeitpunkt bewies Cohen mit der
von ihm entwickelten Methode des Forcing, dafl auch die Negation des Auswahlaxioms
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konsistent zu ZF ist (siehe [Cohe66]). Fiir dieses bahnbrechende Resultat erhielt er
die Fieldsmedaille, die die hochste Auszeichung in der Mathematik ist (da aufgrund
eines Fehltrittes des schwedischen Mathematikers Mittag-Leffler mit der Frau von Alfred
Nobel der Nobelpreis den Mathematikern versagt blieb).

Aufgrund dieses Ergebnisses ging man dann mit Hilfe der Forcingmethode dazu iiber, zu
untersuchen, welche Aussagen, die bisher mit Hilfe von AC bewiesen wurden, tatséch-
lich auch AC in ihrem Beweis benotigen und nicht allein aus ZF hergeleitet werden
konnen, und welche Aussagen andererseits echt schwécher als AC sind. Es ist nach ei-
nem Resultat der Logik eine Aussage genau dann aus einem Axiomensystem herleitbar,
wenn die Hinzunahme der Negation dieser Aussage zu dem Axiomensystem zu einem
widerspriichlichen System fiihrt. Bei der Frage, ob eine Aussage ¢ sich in ZF nicht ohne
AC beweisen 1d8t, ist also zu untersuchen, ob das System ZF+{-¢} (das ich auch mit
ZF+-¢ bezeichne) konsistent ist. Analog lduft die Frage, ob ¢ echt schwicher ist als
AC, auf eine Uberpriifung der Konsistenz des Systems ZF+@+-AC hinaus.

Man stellte nun eine ganze Hierarchie von Prinzipien auf, die schwicher sind als das
Auswahlaxiom. Diese Prinzipien kénnen sich dabei teilweise implizieren oder auch von-
einander unabhéngig sein. Beispiele fiir derartige Prinzipien sind z. B. das Prinzip
der abhéngigen Auswahlen (principle of dependent choices, DC), der Boolesche Prim-
idealsatz oder das Auswahlaxiom fiir abzéhlbare Familien nichtleerer Mengen. Diese
Aussagen wurden frither als Satze formuliert und mit dem Auswahlaxiom bewiesen.
Heute betrachtet man sie hiufig als Axiome, die man statt des stéarkeren Auswahl-
axioms den Axiomen der Mengenlehre hinzufiigt. Dabei gibt es einige Prinzipien, die
besonders héufig auf diese Art und Weise benutzt werden (BPI und DC sind zwei sol-
che Prinzipien), und es werden nun viele spezielle Sitze dahingehend untersucht, welche
Prinzipien ausreichen, um diese Aussagen zu beweisen.

Wie ich bereits erwihnte, ist der Boolesche Primidealsatz echt schwicher als das Aus-
wahlaxiom. Dieses Resultat wurde von Halpern und Lévy 1971 in [Halé71] bewiesen
und nimmt den grofiten Teil dieser Diplomarbeit ein. Dafl der Boolesche Primidealsatz
aber nicht in ZF beweisbar ist, will ich hier nur erwdhnen (sieche z. B. [Jech66]). Ich
mochte auch bemerken, dafl der Boolesche Primidealsatz eine herausragende Rolle un-
ter den Prinzipien spielt, die schwicher sind als das Auswahlaxiom. Das hat folgenden
Grund: Es gibt eine ganze Reihe zu BPI dquivalenter Aussagen (dquivalent natiirlich
in ZF) in den verschiedensten Gebieten der Mathematik, so z. B. in der Logik und
Mengenlehre, der unendlichen Kombinatorik, der Topologie, der Algebra oder der Gra-
phentheorie, und aus diesen Aquivalenzen 1i8t sich in diesen Gebieten wiederum eine
grofle Anzahl von wichtigen Implikationen herleiten. Der Boolesche Primidealsatz ist
also nicht eine spezielle, nur fiir den Verbandstheoretiker interessante Erweiterung von
ZF, sondern betrifft fast jeden (reinen) Mathematiker. Aus diesem Grunde versuche
ich, in Kapitel 2 einen kleinen Uberblick iiber einige der zu BPI #quivalenten Aussa-
gen zu geben, bevor ich ab Kapitel 3 bereits mit dem Beweis beginne, daf3 die Theorie
ZF+BPI+—-AC widerspruchsfrei ist (unter der Voraussetzung, dafl ZF widerspruchsfrei
ist).
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1.1 Ein Priadikatenkalkiil erster Stufe

In diesem Abschnitt mochte ich kurz einen allgemeinen Pridikatenkalkiil erster Stufe
vorstellen. Dieses Kapitel kann und soll nicht eine Einfiihrung in die formale Logik er-
setzen, da eine derartige Einfithrung den Umfang dieser Diplomarbeit sprengen wiirde
und hier im Grunde auch nicht hingehért. Ahnliches gilt auch fiir den nichsten Ab-
schnitt, in dem ich eine kurze Einfiihrung in die Axiomatik der Mengenlehre gebe. Ich
muf} also beim Leser bereits Kenntnisse iiber diese Themengebiete voraussetzen. Des-
weiteren werde ich einige Definitionen formal nicht ganz korrekt durchfiihren (z. B. bei
der Definition von ,freien Variablenvorkommen®). Die in diesem Kapitel vorgestellten
Begriffe findet man in dieser oder einer dhnlichen Form in jedem Buch iiber die mathe-
matische Logik. Die Axiome des Priadikatenkalkiils variieren dabei aber von Autor zu
Autor. Den Kalkiil, den ich hier vorstelle, ist im wesentlichen aus den Kalkiilen von Sho-
enfield (siehe [Shoe67]) und Mendelson (siche [Mend64]) zusammengesetzt. Es konnte
gewifl noch verkiirzt und vereinfacht werden, doch das halte ich in diesem Kontext fiir
unnotig.

Ein Pradikatenkalkiil erster Stufe ist die Grundlage, oder anders ausgedriickt, das Fun-
dament der Mengenlehre. Beweise in der Mengenlehre, insbesondere auch sédmtliche
Beweise in dieser Diplomarbeit, sind also letztendlich als formale Herleitungen von For-
meln im Pradikatenkalkiil anzusehen. Es ist auch wichtig zu erkennen, dafl ich zunéchst
den Priadikatenkalkiil naiv aufbaue. Das ist wie folgt zu verstehen: Wenn ich zum
Beispiel sage, dafl ich im Kalkiil fiir jede natiirliche Zahl eine Variable v; habe, so ist
der Begriff ,natiirliche Zahl“ naiv und nicht vom von Neumannschen Standpunkt aus
zu sehen, bei dem die natiirlichen Zahlen bestimmte Mengen sind (0 = (), 1 = {0},
2 ={0,{0}} etc.). Dies wiire ja auch gar nicht méglich, da ich ja die Mengenlehre und
Mengen in diesem formalen Sinn noch nicht zur Verfiigung habe. Auch in Aussagen
wie ,,¢ V ¥ entsteht durch Hintereinanderschreiben der Formel ¢, des Junktors V und
der Formel 1* ist der Begriff ,,Hintereinanderschreiben“ rein naiv und nicht im Sinne
einer noch zu prézisierenden mathematischen Verkniipfung zu sehen. Man kann sich
allerdings wie Cohen, der Erfinder des Forcing, sogar noch weiter einschrinken und die
Priadikatenlogik als einen Teil der Zahlentheorie ansehen, indem nach bekannten Ver-
fahren Formeln, Beweise, Axiome, Schluregeln etc. durch das sogenannte Godelisieren
durch Zahlen kodiert werden, so dafl z. B. das Manipulieren von Formeln nichts anderes
ist als ein Umgang mit Zahlen (siehe [Cohe66]). Aber auch bei diesem Ansatz bleibt
ein Teil Mathematik, der naiv gehandhabt wird, ndmlich die Zahlentheorie.

Wenn ich mich aber erst einmal in der Mengenlehre befinde, kann ich, auch hier durch
die Methode des Godelisierens, die Logik noch einmal in der Mengenlehre selber auf-
bauen. So bin ich in der Mengenlehre in der Lage, Aussagen iiber Beweise, Herleitungen
etc. zu machen. Genau dies ist natiirlich in einem Konsistenzbeweis auch nétig. Diese
Logik ist dann sozusagen ein prézises Spiegelbild der urspriinglichen naiven Logik. Man
mag es als einen Makel ansehen, dafl man die Logik nicht von Anfang an formal prézise
aufbauen kann. Es kann auch der Eindruck entstehen, dafl man sich bei einer derarti-
gen Vorgehensweise gewissermaflen an den eigenen Haaren aus dem Sumpf (der naiven
Vorgehensweise) herausziehen will. Zu dieser Problematik mochte ich Benson Mates
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zitieren: ,, Vielleicht pafit ein anderer Vergleich doch besser: Wir verwenden eine schad-
hafte Maschine, um eine bessere zu bauen, die wir dann benutzen kénnen, um die alte
zu iiberholen® ([Mate60], zweite Auflage, Seite 60).

Ich m6chte nun einen allgemeinen Kalkiil fiir die Préadikatenlogik erster Stufe vorstellen.
Dabei sind zwar einige Dinge unnétig, wenn ich spéter ZF axiomatisieren will (insbe-
sondere der Umgang mit Funktionen), aber ich méchte aus Griinden der Vollstandigkeit
auch diese Dinge hier mit anfiihren.

Definition 1.1 Im Kalkiil habe ich folgende Zeichen zur Verfiigung:

(i) Junktoren —, V, A, = und <=-.

(ii) Quantoren 3 und V.

(iii) Das Komma , und die Klammern ( sowie ).

(iv) Die Gleichheitsrelation =.

(v) Variablen v; fiir jede natiirliche Zahl i.

(vi) Konstantenzeichen ¢; fiir jede natiirliche Zahl 1.
)
)

(vii) Funktionszeichen F}* fiir alle natiirliche Zahlen 4, n mit n > 1.

(viii) Pradikatszeichen P/ fiir alle natiirlichen Zahlen ¢,n mit n > 1.

Definition 1.2 Der Begriff Term wird induktiv definiert:

(i) Jede Variable v; und jedes Konstantensymbol ¢; ist ein Term.

(ii) Sind 4, n natiirliche Zahlen und sind ¢4, ..., t, Terme, so ist auch F(t1,...,t,) ein
Term.

Auch der Begriff Formel wird induktiv definiert:

(i) Sind t1,ty Terme, so ist t; = t5 eine Formel.

(ii) Sind 4, n natiirliche Zahlen und sind ¢4,...,t, Terme, so ist P(t1,...,t,) eine
Formel.

(iii) Sind ¢, Formeln, so auch —¢, (¢ V ), (¢ A1), (¢ = ) und (¢ < ).

(iv) Ist ¢ eine Formel und ist v; eine Variable, so sind auch Jv;¢ und Vv;¢p Formeln.
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Dabei ist z.B. (ii) bei der Definition von ,, Term*“ natiirlich wie folgt zu verstehen: Sind
t; und t, bereits als Terme erkannte Zeichenketten, so ist die Zeichenkette, die durch
Hintereinanderschreiben von , F*¢, (¢, der Zeichenkette ¢, ,, ,, der Zeichenkette ¢,
s .., der Zeichenkette t,, und ,,)“ entsteht, wieder ein Term. Zur besseren Lesbarkeit
werden im folgenden Formeln nicht immer gemé&fl dieser genauen Definition aufgeschrie-
ben. Einige Standardkonventionen sind dabei die folgenden: Bei zweistelligen Pradika-
tensymbolen P? und zweistelligen Funktionssymbolen F? schreibt man statt P?(v;, v;)
bzw. F?(v;,v;) hdufig auch v; PZv; bzw. v; F?v;. Desweiteren verzichtet man oft auf
unnotige Klammern. So ist es allgemein iiblich, dafl die Bindungsstarke der Junktoren
<=, =, V, A, = in der eben notierten Reihenfolge zunimmt. So ist z. B.

V1 = Vg A\ Vg = VU3 = V1 = U3

als
((’U1 = Vy N\ Uy = 'U3> —— V] = ’U3)

zu lesen. Bestehen dann noch Unklarheiten, so ist die Rechtsklammerung zu benutzten.
Die Formel

Uiy = Ujy = Vi = Ujp = . V4, = Uy, :>F/:L(vi17"'7vin) :FéL(Ujl?"'?an)?
die eines der Gleichheitsaxiome ist, ist also als
(Uil =V = (’UZ'2 = Vj, = (’Uln = vj, = F]?(’Ul'l,...,?]in) :F]:L(Ujl,...,'l}jn))...))

zu verstehen. Schliefilich werden nicht immer die genauen Variablennamen benutzt,
sondern auch héufig kleine Buchstaben vom Ende des Alphabetes mit oder ohne Indizes
wie z. B. x, z1, y, 2.

Definition 1.3 Gerét ein Vorkommen einer Variablen in einer Formel in den Geltungs-
bereich eines Quantors, so heifit dieses Variablenvorkommen gebunden, andernfalls heifit
es frei. Dazu ein kleines Beispiel: In der Formel (Vz3yP?(x,y, 2) AVz32P?(x, vy, 2)) sind
alle Vorkommen von x gebunden, ist das erste Vorkommen von y ebenso wie das zweite
Vorkommen von z gebunden, und das zweite Vorkommen von y ist wie das erste Vor-
kommen von z frei. Enthélt eine Formel keine freien Variablenvorkommen, so ist sie
ein Satz. Ist ¢ eine Formel und ¢ ein Term, so ist gb(?) die Formel, die entsteht, indem
man in ¢ alle freien Vorkommen von v; durch ¢ ersetzt. Eine derartige Ersetzung nennt
man auch Substitution . Wenn es zu keinen Mifiverstindnissen kommen kann, werde
ich statt (/5(?) haufig einfach nur ¢(t) schreiben.

Definition 1.4 Nun kann ich endlich den eigentlichen Pradikatenkalkiil vorstellen. Sei
dazu I" eine Menge (,,Menge* ist hier im naiven Sinn zu verstehen) von Formeln. Durch
die Schreibweise I' - ¢ wird die Aussage ,,¢ ist im Préadikatenkalkiil formal aus I' her-
leitbar® abgekiirzt. Die Axiome des Priadikatenkalkiils lassen sich in mehrere Gruppen
unterteilen. Als erstes kommen rein aussagenlogische Axiome, die nur die Junktoren
—> und — benétigen. Diese reichen ja bekanntlich auch aus, um einen Kalkiil der
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Aussagenlogik aufzustellen, da sich die anderen Junktoren auf — und = zuriickfiithren
lassen. Die folgenden Axiome, zusammen mit der Schlufiregel Modus Ponens, sind auch
bereits ein derartiger Kalkiil. Die griechischen Buchstaben sind natiirlich als Metavari-
ablen fiir Formeln des Préidikatenkalkiils zu verstehen, so daf es sich bei den Axiomen
genaugenommen um Axiomenschemata handelt. Die ersten Axiome lauten nun:
Axl: Tk ¢ = (v = ¢)
Ax2: TH(p= (¥ = X)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
Ax3: T'H (= =¢) = (¢ = ¢) = ¥)
Die néchsten Axiome sind gewissermaflien die Definitionen der restlichen Junktoren V,
A und <=
V-Ax: Tk (V) = (¢ = )
IE (¢ =)= (¢V)
NAx: TH(pAY) = —(¢p = )
DF (¢ = 1) = (6 A )
A TH(@ = ¢)= (0= )N\ = 9))
(¢ =)A= 9)) = (¢ = V)
Als néchstes folgen die Axiome, die den Umgang mit den Quantoren regeln. Dabei sind

eigentlich nur Axiome nétig, die den 3-Quantor betreffen, da sich der V-Quantor auf
den 3-Quantor zuriickfithren 148t. Die Axiome sind dementsprechend abgefaf3t.

J-Ax1: Kommt v, in ¢ nicht vor, so gelte I' - ¢ — Elvk¢(;’;’).

F-Ax2: Ist t ein variablenfreier Term, so gelte I' - qb(?) = Ju; .

F-Ax3: T'F ¢ = ;¢

V-Ax: T FVz;¢ < —-3dz;—¢

Da ich hier einen Pradikatenkélkiil mit Gleichheit betrachten will, sind auch Axiome
notig, die die Gleichheitsrelation betreffen.

=—Ax1l: TFwv =y

=Ax2: Thuv=v,=v =1

=Ax3: Thv=v,=v=v,=>v =1

=-Ax4: Ist F}' ein n-stelliges Funktionssymbol fiir ein k£ € w, so gelte

'+ Vi =V, = Uiy =Vjy, = .. -V, =04, = F]?(’Uil, .. .,Uin):F]?(’Ujl, .. .,”an).
=-Ax5: Ist P ein n-stelliges Préadikatensymbol fiir ein k € w, so gelte
'+ Vi, =Vj, = Vi, = Uy, = -V, =05, = P]?(’Ul'l,...,'l]in) = P£<Uj17-~-7vjn)~

Das letzte Axiom ist das sogenannte nichtlogische Axiom.
Ax4 Gilt p €T, so gelte ' ¢ .

Zu guter Letzt muf ich natiirlich noch Regeln angeben, wie man aus bereits hergeleite-
ten Formeln neue gewinnt, also sogenannte Schlufiregeln. Es werden hier zwei Schluf3-
regeln benotigt, und zwar der klassische klassische Modus Ponens sowie eine Regel zur
Einfiihrung des 3-Quantors.

MP (Modus Ponens): Gilt I' - ¢ und I' - ¢ = 9, so gelte auch T' F 9.
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F-Regel: Kommt v; nicht frei in ¢ vor und gilt I' - ¢ = 1, so gelte I' - Jv;¢p = .

Ein Beweis bzw. eine Herleitung einer Formel y aus eine Formelmenge I' ist nun eine
Folge von Zeilen der Form IT' - ¢, die folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Jede Zeile der Folge ist ein Axiom der Form I' F ¢, oder sie entsteht aus zwei
fritheren Zeilen durch Anwendung des Modus Ponens, oder sie entsteht aus einer
fritheren Zeile durch Anwendung der 3—Regel, und

(ii) die letzte Zeile der Folge ist gerade I' F x.

Ein Widerspruchsbeweis ist der Beweis eines Widerspruches, d. h. eines Satzes der
Form ¢ A —¢. Eine Theorie ist eine Menge von Formeln. Sie heifit widerspruchsfrei oder
konsistent, wenn aus ihr kein Widerspruch hergeleitet werden kann, andernfalls heift
sie widerspruchsvoll.

Ich mochte noch zwei elementare, aber trotzdem wichtige Resultate der Logik anfiihren.
Das erste Resultat habe ich bereits erwéahnt:

Sei ¢ ein Satz und I eine Theorie. Dann ist ' U {¢} genau dann wider-
spruchsvoll, wenn I' - —¢ gilt.

Das zweite Resultat ist das Deduktionstheorem:

Sei ¢ ein Satz und I' eine Theorie. Dann gilt TU{¢} F ¢ genau dann, wenn
I'-¢ = 9 gilt.

Ich mochte noch einmal betonen, dafl diese Darstellung eines Prédikatenkalkiils sowohl
noch reichlich unprézise (um das Wort , geschlampt® zu vermeiden) als auch viel zu
knapp ist. Ich werde in dieser Diplomarbeit auch nur in einem einzigen Beweis auf
diesen Kalkiil eingehen, und dieser Beweis wiirde genauso gut mit jedem anderen Kalkiil
funktionieren.

1.2 Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseren Denkens
(welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Georg Cantor

Dieses wohlbekannte Zitat ist einer der ersten Anfinge der modernen Mengenlehre.
Wenn man versucht, es in die formale Sprache der Pradikatenlogik zu iibersetzen, so
erhélt man das von Frege formulierte Komprehensionsaxiom (das eigentlich ein Axio-
menschema ist):
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Komprehensionsaxiom: Ist ¢(x) eine Formel, in der y nicht frei vorkommt,
so gilt IV (z € y <= ¢(x)) .

Nun weifl man durch die Russellsche Antinomie, dafl dieses allgemeine Axiom und damit
die naive Cantorsche Auffassung von Mengen in dieser Allgemeinheit nicht haltbar ist.
Russell betrachtete fiir ¢(z) die Formel x ¢ x und bewies 1903:

—JyVr(r € y <=z ¢ 1)

(dabei ist € ein zweistelliges Priadikatensymbol). Man beachte, dafl zum Beweis dieser
Aussage keinerlei Axiome der Mengenlehre erforderlich sind. Der Widerspruch, der
durch das Komprehensionsaxiom entsteht, ist rein logischer Natur.

Vor allem diese Antinomie fithrte dazu, dafl die Mengenlehre formalisiert und axiomati-
siert wurde, wobei das Komprehensionsaxiom durch diverse schwéchere Axiome ersetzt
wurde. Den Hauptteil dieser Axiomatisierung haben Zermelo und Fraenkel geleistet, so
dal das entstandene Axiomensystem allgemein als die Zermelo-Fraenkelsche Mengen-
lehre. kurz ZF, bezeichnet wird (man sollte aber nicht vergessen, daf} z. B. auch Skolem
nicht unwesentlich zu dessen Entwicklung beigetragen hat). Der Pradikatenkalkiil, in
dem ZF nun axiomatisiert wird, enthélt kein Funktionszeichen und nur ein einziges
zweistelliges Pradikat, das mit € bezeichnet wird. Dies ist ein nicht zu unterschétzen-
der Vorteil bei einem Konsistenzbeweis, wenn Aussagen tber die Mengenlehre bewiesen
werden sollen. Doch in der Mengenlehre selbst wird man sehr schnell an Grenzen
stoflen, weil komplexere Aussagen im Pradikatenkalkiil sehr schnell sehr uniibersichtlich
werden. Der Mathematiker behilft sich in solchen Féllen normalerweise mit Definitio-
nen, mit denen weitere Symbole eingefiihrt werden. In der Mengenlehre sind das z. B.
0, w, wi, U, N, €. Die Handhabung solcher Definitionen wird vor allem durch Klassen
und Klassenterme bewerkstelligt und kann sowohl in einer eher intuitiven als auch in
einer recht prizisen Art und Weise geschehen. Es werden beide Wege recht ausfiihr-
lich in dem Werk [Lévy79] von Lévy beschrieben, dem ich auch den gréfiten Teil dieses
Abschnittes entnommen habe, aber ich méchte mich hier nur auf den intuitiven Weg
beschrinken. Es zeigt sich dabei auch, dafl die Klassen dem urspriinglichen Verstéand-
nis von Cantor sehr viel mehr entsprechen als die eigentlichen Mengen, da die Klassen
diejenigen Zusammenfassungen von Mengen sind, die durch eine Formel beschrieben
werden. Trotzdem lassen sich alle Aussagen, in denen Klassen auftauchen, auch ohne
sie formulieren (wenn das dann normalerweise auch sehr uniibersichtlich sein wird).

Ist nun eine Formel ¢(z) gegeben, so beschreibt diese Formel, naiv gesehen, die Klasse
derjenigen Mengen x, fiir die diese Formel giiltig ist. Um diese naive Anschauung zu
prézisieren, werden zunéchst Klassenterme eingefiihrt. Ist ¢ eine Formel und x eine
Variable, so ist {z|¢(z)} (d. h. die Zeichenreihe, die aus dem Symbol {, dem Va-
riablensymbol z, dem Symbol |, der Zeichenkette ¢ und dem Symbol } besteht) ein
Klassenterm. Die Schreibweise ¢(x) statt ¢ soll dabei weder bedeuten, daf§ x in ¢
tatséchlich frei vorkommen muf3, noch, dafl es aufler x keine weiteren freien Variablen
gibt. Sie soll nur suggerieren, dafl x sozusagen die ,interessante” Variable ist. Weitere
freie Variablen werden als Parameter bezeichnet. Man méchte nun Klassen dhnlich wie
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Mengen behandeln koénnen, d. h. man méchte in Formeln statt Variablen, die ja fiir
Mengen stehen, jetzt auch Klassenterme zulassen. Derartig erweiterte Formeln sollen
aber dann riickiibersetzt werden konnen in die eigentliche, primitive Sprache von ZF.
Es gibt nur zwei Relationen in ZF, nédmlich die Elementbeziehung € und die Gleich-
heitsrelation =. Folglich mufl man sich nur Gedanken machen, wie erweiterte Formeln,
die dadurch entstehen, dal man in einer der beiden (einzigen) atomaren Formeln = € y
und = = y eine oder beide der Variablen z und y (oder beide) durch einen Klassenterm
ersetzt, zu verstehen sind. Zu jeder dieser erweiterten Formeln ist also eine Ubersetzung
in die primitive Sprache von ZF gesucht.

Der Klassenterm {y|¢(y)} wird naiv interpretiert als die Klasse aller Mengen y, fiir
die ¢(y) giiltig ist. Die Ubersetzung der Formel = € {y| ¢#(y)} wird aus diesem Grund
als qb(z) festgelegt (im folgenden werde ich fiir Ausdriicke wie gb(z) auch einfach ¢(z)

schreiben). Ahnlich wie bei Mengen siecht man zwei Klassen dann als gleich an, wenn
sie dieselben Elemente enthalten. Den Ausdruck {z|¢(z)} = {y|¢(y)} iibersetzt man
deswegen nach Vz(¢(z) <= 1(z)). Analog iibersetzt man die Ausdriicke z = {y | ¢(y)}
sowie {y | ¢(y)} = z nach Vz(z € © <= ¢(2)) bezichungsweise Vz(¢(z) <= 2z € x).
Schwieriger zu interpretieren ist {z |¢(z)} € {y|¢¥(y)}. Es wird eine Klasse als eine
Zusammenfassung von Mengen verstanden. Wenn man also sagen will, dafl eine Klasse
Element einer anderen ist, heift das, dafl die erste Klasse sogar eine Menge ist, die in der
zweiten liegt. Deswegen wird der obige Ausdrucks als 3z(z = {x | ¢(x)} Az € {y | ¥(y)})
iibersetzt (man beachte, dafl die Klassenterme, die in dieser Formel noch auftauchen,
nach den schon vorher erwéhnten Regeln auch eleminiert werden kénnen). Analog soll
{z|¢p(x)} € y nun J2(z = {z|¢(x)} Az € y) bedeuten. Damit koénnen jetzt alle
atomaren Formeln der erweiterten Sprache in Formeln der primitven Sprache von ZF
riickiibersetzt werden. Durch die Festlegung der Ubersetzungsregeln und durch das
Zulassen von Parametern kann nun auch insbesondere jede Menge y als die Klasse
{z|x € y} angesehen werden. Es werden weiterhin hiufig Klassenterme A in Formeln
mit sogenannten beschrankten Quantoren benutzt. Beschrinkte Quantoren sind Quan-
toren der Form (Jz € A) oder (Vz € A). Auch dies ist nur eine abkiirzende Schreibweise:
Die Formel (Jz € A)¢(x) ist die Abkiirzung von 3x(x € A A ¢(x)), und (Vo € A)o(x)
ist die Abkiirzung fiir Vz(x € A = ¢(x)).

Die primitive Sprache von ZF wird durch die Einfithrung von Klassentermen erweitert.
Die Sprache, die so entsteht, wird als erweiterte Sprache bezeichnet. Man hat damit
nun auch die Moglichkeit, dafl die in einem Klassenterm {z | ®(x)} vorkommende Formel
¢ (x) wiederum Klassenterme enthélt. Man beachte, dafl auch durch diese Erweiterung
des Klassentermbegriffes de facto keine wirklich neuen Klassenterme eingefiihrt werden:
Da eine Formel ®(x), die auch Klassenterme enthalten kann, in eine Formel ¢(x) der pri-
mitiven Sprache von ZF {ibersetzt werden kann, entspricht der Klassenterm {x | ®(z)},
der in der erweiterten Sprache gebildet wurde, dem Klassenterm {z | ¢(x)}, der in der
primitiven Sprache gebildet wird. Insgesamt kann man, wie auch nicht anders zu erwar-
ten war, in der erweiterten Sprache nicht mehr Dinge formulieren als in der primitiven.
Ein wirklicher Gewinn an Lesbarkeit wird aber erst dann erzielt, wenn man parameter-
freie Klassen mit neuen Symbolen kennzeichnet, wie z. B. 0, 1, 2, w, w; oder die echten
Klassen On (die Klasse aller Ordinalzahlen) und V' (die Klasse aller Mengen). Auch
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Sprachen mit derartigen neuen Symbolen werden als erweiterte Sprache bezeichnet.

Nachdem man nun Klassenterme eingefiihrt hat, kann man auch Klassenvariablen ein-
fithren, die fiir Klassenterme stehen. Diese Einfithrung kann man naiv handhaben oder
auch formal prézise, indem man einen zweiwertigen Priadikatenkalkiil mit verschiedenen
Variablen fiir Mengen und Klassen betrachtet, wobei man noch einige Axiome und
Schlufiregeln angeben muf, die die Beziehungen zwischen Mengen und Klassen reflek-
tieren. Ich mochte hier aber nur den naiven Weg beschreiten. Es seien grofie romi-
sche Buchstaben A, B,C, ... Klassenvariablen, die fiir beliebige Klassenterme stehen
konnen. So kann man jetzt z. B. eine Aussage wie A = B =— B = A formulie-
ren. Wie ist das zu verstehen? Wenn die Variablen A und B fiir die Klassenterme
{z|®(x)} bzw. {y|V¥(y)} stehen, so steht der Ausdruck A = B = B = A fiir
{z|®(x)} = {y|¥(y)} = {z|¥(x)} = {y|P(y)}. Dieses ist nun wiederum eine
Abkiirzung fir Vz(®(z) <= V¥(z)) = Vz(¥(z) <= ®(z)). Sind nun ¢(z) und ¢ (z)
Formeln der primitiven Sprache, die zu ®(z) bzw. W(z) dquivalent sind, so ist letzte
Konklusion dquivalent zu Vz(¢(z2) <= ¥(z)) = Vz(¢(2) <= ¢(z)), was ein (logisch
korrekter) Ausdruck der primitiven Sprache ist. Durch die Einfiihrung von Klassenvari-
ablen hat man also die Méglichkeit, Formelschemata der primitiven Sprache durch eine
einzige Formel der erweiterten Sprache auszudriicken.

Klassenvariablen diirfen nur als freie Variablen auftauchen, d. h. es sind Quantifizie-
rungen der Form JA oder VA verboten. Wenn man dies zulassen wiirde, wiirde man
die Ausdrucksmoglichkeiten der erweiterten Sprache echt vergréfiern. Ein Ausdruck der
Form A = B = B = A kann man aber trotzdem als ,fiir alle Klassen A und B folgt
B = A aus A = B“ lesen.

Ahnlich wie man nun Klassenvariablen eingefiihrt hat, kann man auch neue Funktions-
und Relationssymbole einfiihren. Dies ist ein Vorgehen, das wohl jedem Mathematiker
vertraut ist und auch unbedingt notig ist, um komplexere Formeln lesbar zu halten.
Neue Relations- und Funktionssymbole wird man ebenso wie die Klassenterme auch
immer wieder eliminieren kénnen, und ebenso, wie man in Klassenterme wiederum Klas-
senterme einsetzen durfte, wird man in neue Funktionen und Relationen auch Klassen
einsetzen diirfen (z. B. ist die noch zu definierende Relation C natiirlich auch fiir Klassen
sinnvoll). Ich werde noch einmal in Kapitel 7 auf die Einfithrung neuer Symbole einge-
hen, wobei dort die Argumente von Funktionen und Relationen aber nur Mengen sein
diirfen. An dieser Stelle mochte ich aber die etwas allgemeinere Moglichkeit behandeln,
bei der auch Klassen Argumente sein diirfen.

Ein neues n-stelliges Relationssymbol R wird durch eine Formel ®( X, ..., X,,) mittels
des Ausdruckes
R(Xy,..., X,) <= o(Xy,..., X,),

den man am besten als ein weiteres Axiom auffasst, definiert. Dabei sei ® eine Formel
der erweiterten Sprache mit den einzigen freien Variablen X1,..., X,,, die sowohl fiir
Mengen- als auch fiir Klassenvariablen stehen diirfen. Die Formel ® darf weiterhin
bereits definierte Funktions- und Relationssymbole enthalten. Auf diese Weise wird
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z. B. das neue Symbol C definiert:
X4 §X2:>Vx(m€X1<:>x€m2)

(man miifite zwar eigentlich C (X, X») schreiben, doch wie ich bereits gesagt habe, wird
im allgemeinen die Form X; C X, bevorzugt). Taucht in einer Formel nun z. B. der
Ausdruck y C z auf, so ist er durch Vz(z € y = x € z) zu ersetzen.

Ahnlich wie Relationen kann man n-stellige Funktionen definieren, die jedem n-Tupel
von Klassen (und damit insbesondere jedem n-Tupel von Mengen) eine bestimmte
Menge zuordnen. Ist dazu ®(X1, ..., X,,y) eine Formel der erweiterten Sprache, wobei
y eine Mengenvariable ist, und kann man fiir beliebige Klassenterme Xi,..., X,

ANyd(Xy, ..., X, v)

beweisen (3ly ist als ,es existiert genau ein y“ zu lesen), so kann man die Funktion F'
durch
O(Xq,..., X, F(Xy,...,X0))

definieren. Wiederum seien dabei X1, ..., X,,, y die einzigen freien Variablen von ®, und
X1,..., X, konnen sowohl fiir Mengen- als auch fiir Klassenvariablen stehen. Normaler-
weise werden aber wohl Funktionen betrachtet, die nur auf allen Mengen agieren. Als
Beispiel méchte ich die Nachfolgerfunktion behandeln, die jeder Menge x ihren Nachfol-
ger s(z) = xU{x} zuordnen soll (eigentlich fiihre ich das Symbol U erst spéter ein, aber
die naive Bedeutung dieser , Definition® ist wohl jetzt schon klar). Echten Klassen soll
die Nachfolgerfunktion s einfach die leere Menge zuordnen. Die Formel ®(X,y) lautet
dann:

(X, y)=-Tx(z=XAN-Fz(z€y)VIz(z =X AVz(z €y<=z2z€xVz=21a)).

Taucht also in einer Formel z. B. der Ausdruck u = s(v) auf, so ist er durch ®(v,u) zu
ersetzen.

Im allgemeinen Fall darf @ natiirlich auch wieder bereits definierte Funktions- und Rela-
tionssymbole enthalten. Will man eine Funktion definieren, die auch auf Klassen agiert,
so beachte man, dal Klassenvariablen fiir beliebige Formeln stehen. Damit ist der Aus-
druck Jly® (X, ..., X,,y) in der primitiven Sprache im allgemeinen ein Formelschema!
Folglich wird zum Nachweis dieses Ausdrucks sogar ein Beweisschema bendétigt. Doch
dieser Fall wird, wie bereits erwéhnt, nur sehr selten auftreten. Es ist hingegen sinnvoll,
Funktionen zu betrachten, die echte Klassen als Funktionswerte haben diirfen. Dies
klingt zwar allgemeiner, doch in diesem Fall ist nicht der Nachweis zu fithren, daf} die
Funktionswerte tatséchlich Mengen sind, so dafl die Handhabung derartiger Funktionen
einfacher ist. Tatsédchlich ist eine derartige Funktion letztendlich nichts anderes als eine
Abkiirzung fiir einen Klassenterm: Man kann den Klassenterm {y | ®(Xy,..., X,,y)}
auch als F'(Xj, ..., X,) schreiben, wie es z. B. bei der folgenden Definition der Potenz-
klasse P(A) geschieht. Ich hoffe, dafl der Gebrauch dieser Dinge bei den folgenden
Definitionen erwas durchsichtiger wird.
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Definition 1.5 (i) 0={z|-(z=2)},V ={z|z ==z}
(i) {z,y} ={zlz=2Vz =y}, (z,y) = {{z} {z,y}}

(i) AC B <= Ve(xr € A=z € B),
AUB={z|zr€ Avz e B}, UA={z|(Jue A)(zeu)},
ANB={z|lzre AnzeB},NA={x|(Vue A)(x € u)} (alsoND=V),
A\B={z|zx € ANz ¢ B}

(iv) Vb(A) = {z|3y((z,y) € A)}, Nb(A) = {y|Fx((z,y) € A)}
FIA={x|3yIz(x = (y,z) N\e € FAy € A)}
F[A] = Nb(F|4), F(z) = U F[{z}]
Ao B =Aw|JzrIyIz(w = (z,2) A (z,y) € BA(y,z2) € A)}

(v) Mg(A) <= Jz(z = A), d. h. ,A ist eine Menge*“,
Rel(A) <= (Vx € A)JyTz(x = (y,2)), d. h. ,A ist eine Relation“
Fkt(A) < Rel(A) AVaVy((3z (z,2) € AN (2,y) € A) = = =),
d. h. ,A ist eine Funktion“

(vi) B(A) = {z |z C A}

(vii) A ist fundiert <= (Vx C A)(x =0V (Fy € x)(yN A =10)),
A ist transitiv <= Va(r € A=z C A),
On = {z |z ist fundiert und transitiv und jedes y € z ist transitiv}

(viii) w=N{z|0ex A (Vyex)(yU{y}€x)}
x ist endlich <= (3In € w)3f(Fkt(f) A Vb(f) =n ANb(f) = z)
x CCy <= x CyAxist endlich

(ix) f ist eine endliche Folge <= Fkt(f) A Vb(f) € w
f ist eine m-Folge <= f ist eine endliche Folge A Vb(f)=m
Ist f eine m-Folge und g eine n-Folge, so sei "¢ die (m+mn)-Folge h mit h(i) = f(i)
fiir jedes i € m und h(m + i) = g(¢) fiir jedes i € n

(x) R sei die Funktion auf On mit R, = R(a) = Ug<o B(R(B)) fiir jedes a € On. R
wird als von Neumannsche Hierarchie bezeichnet. Fiir jedes x € Nb(R) sei dann
p(z) = min{a |z C R(a)} der (von Neumannsche) Rang von x.

Es ist bei der Definition der von Neumannschen Hierarchie R sowohl die Existenz als
auch die Eindeutigkeit von R zu beweisen. Dies ist mit der sogenannten Methode der
transfiniten Induktion (eine Art Fortsetzung der vollstdndigen Induktion auf die Klasse
On der Ordinalzahlen) moglich, doch darauf mochte ich an dieser Stelle nicht weiter
eingehen.

Ich mochte noch ein kleines Beispiel geben, wie diese Definitionen nun riickzuiibersetzen
sind. Das neue zweistellige Pridikat C wurde fiir Mengen durch

yCr<=Vz(z€y=z€x)
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definiert, das neue einstellige Funktionssymbol 3 durch

Plz) ={yly Sz}

(Es werden hier zwar andere Variablen als in der Definition benutzt, aber das sollte
dem Leser keine Schwierigkeiten bereiten. Man konnte allerdings die Definitionen noch
praziser fassen, indem man noch auf die Variablen eingeht, die man bei den Definitionen
benutzen darf.) Beide Symbole stehen stellvertretend fiir bestimmte Klassen, ndmlich
eine Relation und eine Funktion. Die Formel u = B (v) wird nun wie folgt riickiibersetzt:

u=P(v) entspricht Ve(z € u <= x € P(v)),
das entspricht Ve(z € u <=z Cv)
und das entspricht Vz(z € u <= Vy(ly €c v =y €v)).

Es ist nun an der Zeit, die Axiome der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre vorzustellen.
Ich mochte die Axiome erstmal in genau der Form anfiihren, wie ich sie spéter in dieser
Arbeit benotige (d. h. die Axiome sind der Arbeit [HaLé71] von Halpern und Lévy ent-
nommen). Bis auf das Unendlichkeitsaxiom sind alle Axiome in der primitiven Sprache
von ZF, also ohne Zuhilfenahme von den eben definierten Relationen oder Funktionen
formuliert. Selbstverstdndlich ginge dies auch beim Unendlichkeitsaxiom, doch dann
wére es etwas unleserlich.

Die Axiome von ZF:

(i) Extensionalitdtsaxiom
VaVy(zr =y <= Vz(z €2 <= z€y))

(ii) Aussonderungsaxiom (Schema)
Sei W(z) eine Formel, in der y nicht frei vorkommt. Dann gelte
VedyVz(z € y <= z € z A Y(2))

(iii) Vereinigungsmengenaxiom
VedyVeVi(t € z ANz €z =t € y)

(iv) Potenzmengenaxiom
VedyVz(Vi(t € z =t cx) = z € y)

(v) Ersetzungsaxiom (Schema)
Sei U(z,t) eine Formel, in der y nicht frei vorkommt. Dann gelte
VedyVz(z € ¢ = (FtV(z,t) <= H'(t' € y AN U(z,1)))],

(vi) Fundierungsaxiom (Schema)
Fy¥(y) = Jy(V(y) A ~32(V(2) Az €y))

(vii) Unendlichkeitsaxiom

J((Fyex)ANVyex)yU{ytex)A(Vzex)(Ttex)(z#£0=2z=tU{t}))

Es besteht nun die Moglichkeit, mit Hilfe der oben definierten Funktionen und Rela-
tionen das Axiomensystem neu und intuitiv einleuchtender zu formulieren. So méchte
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man z. B. das Potenzmengenaxiom als ,,zu jeder Menge existiert die Potenzmenge* oder
sogar als ,,bei jeder Menge ist die Potenzklasse tatséchlich eine Menge® lesen. Doch in
ZF wird der Begriff Menge gar nicht definiert, denn ZF ist erst einmal nichts anderes
als ein Axiomensystem. Doch man hat die Intuition, dafl es so etwas wie ein ,,Mo-
dell“ fiir dieses Axiomensystem gibt, und die Objekte dieses Modelles nennt man dann
Mengen. Mit der Einfiihrung von Klassen eroffnet sich jedoch eine neue Sichtweise,
insbesondere sind die Begriffe Menge und Klasse wohlunterschieden, und man kann mit
dem intuitiv besser greifbaren Begriff Klasse (ich habe ja bereits erwéhnt, dafl Klassen
dem urspriinglichen Mengenbegriff ndher kommen als die ,richtigen Mengen) nun das
Priadikat Menge einfiihren (siche Definition 1.5). Mit diesem Prédikat kann man nun
ein neues Axiomensystem, das natiirlich zum alten dquivalent ist, aufstellen (siehe dazu
z. B. [Monk69]). Doch auch wenn dieses Axiomensystem vielleicht einleuchtender und
natiirlicher aussieht als das alte, so darf man nicht vergessen, dafl es letztendlich aus
dem alten nur durch Einfiihrung abkiirzender Schreibweisen entstanden ist. (Es ist aber
das Ersetzungsaxiom in dieser neuen Form etwas schwicher als vorher, so dafl man hier
noch das Paarmengenaxiom den Axiomen hinzufiigen muf.)

(i) Extensionalitdtsaxiom
VaVy(x =y <= Vz(z €x < z€y))

(ii) Aussonderungsaxiom (Schema) In ¥ komme y nicht frei vor. Dann gelte
Ve Mg({yly € z AT}

(iii) Vereinigungsmengenaxiom

Vo Mg(Ux)

(iv) Potenzmengenaxiom

Vo Mg(PB(z))

(v) Ersetzungsaxiom (Schema)
(Fkt(A) A Mg(Vb(A))) = Mg(Nb(A))

(vi) Fundierungsaxiom (Schema)

A#D)= TFy(lyc ANyNnA=0)

(vii) Unendlichkeitsaxiom
Jx(Fyer)NVyex)(yU{ytex)AN(Veex)(Ttex)(z#0=2z=1tU{t}))

(viii) Paarmengenaxiom

Vavy Mg({z, y})

Mit den definierten Pradikaten a8t sich auch das Auswahlaxiom relativ leicht formu-
lieren:

Auswahlaxiom (AC): (Fkt(f) A (Vx € Nb(f))(z #0)) =
Ag(Fkt(g) A Vb(g) = Vb(f) A (V& € Vb(g))(g(x) € f(2)))

Ich mo6chte noch kurz erwéhnen, daf§ das Fundierungsaxiom unter den Axiomen von
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ZF eine kleine Sonderrolle einnimmt. Es ist ein Axiom, das der ,normale“ Mathema-
tiker normalerweise nie benotigen wird, obwohl es eigentlich die naive Anschauung von
Mengen recht gut widerspiegelt, da es Anomalien wie z. B. € x (vergleiche dazu
die Russellsche Antinomie!) verhindert. Fiir den in der Mengenlehre tdtigen Mathe-
matiker ist es jedoch sehr niitzlich, da es eine Art Induktion iiber den Aufbau von
Mengen ermoglicht. Das Fundierungsaxiom gilt ndmlich bekannterweise genau dann,
wenn Nb(R) = V gilt. Weiterhin ist der Nachweis der Giiltigkeit des Fundierungsaxioms
auch ein wesentliches Problem in dem Beweis, dafl bzgl. ZF der Boolesche Primidealsatz
schwiicher als das Auswahlaxiom ist. Ich mochte mit ZFy nun die schwéchere Theorie
ZF ohne Fundierungsaxiom (d. h. die Axiome (i)—(v) und (vii) der ersten Auflistung
der Axiome) bezeichnen. Die Aussage, dafl bzgl. ZF; der Boolesche Primidealsatz
schwécher als das Auswahlaxiom ist, wurde von Halpern bereits 1964 bewiesen (siche
[Halp64]). Die grundlegende Idee war dabei, dafl man viele Unabhéngigkeitsresultate
bzgl. ZF, auf altere Resultate zuriickfithren kann, die auf einer von Mostowski entwik-
kelten Methode fiir Unabhéngigkeitsbeweise mit sogenannten Urelementen oder Atomen
basieren. Darauf mdochte ich hier allerdings nicht weiter eingehen.

1.3 Der Konsistenzbeweis von ZF+BPI4+—-AC

Fast die gesamte Diplomarbeit besteht aus dem Beweis, daf3 in ZF der Boolesche Prim-
idealsatz BPI schwiicher ist als das Auswahlaxiom AC. Ich méochte hier einen Uberblick
iiber den Aufbau dieses Beweises geben. Nach einem Resultat von Godel gilt fiir jedes
hinreichend starke Axiomensystem, dafl man die Konsistenz dieses Axiomenssystems
innerhalb des Axiomensystemes selber nicht beweisen kann. Dies trifft insbesondere auf
jedes Axiomensystem zu, das ZF beinhaltet. Man wird also nicht erwarten kénnen, dafl
man mit den iiblichen Mitteln der Logik und Mengenlehre die Konsistenz von ZF oder
gar von ZF+BPI+—-AC beweisen kann. Stattdessen wird ein relativer Konsistenzbeweis
gefiihrt: Man nimmt einfach an, dal ZF konsistent ist, und beweist unter dieser (unbe-
weisbaren) Voraussetzung die Konsistenz von ZF+BPI+—AC. Oder, um es noch préziser
auszudriicken: Es wird auf konstruktive Art und Weise, mittels sogenannter finitistischer
Methoden, jedem Widerspruchsbeweis in ZF+BPI+—-AC ein Widerspruchsbeweis in ZF
zugeordnet. Ich werde dieses Vorgehen der Einfachheit halber einen Konsistenzbeweis
nennen, auch wenn es sich genaugenommen um keinen solchen handelt.

Der Konsistenzbeweis von ZF+BPI4+—-AC gliedert sich ganz grob in zwei Teile: Im
ersten Teil wird ein Axiomensystem, genannt SP, eingefiihrt, das insbesondere alle
Axiome von ZF beinhaltet. In diesem Axiomensystem werden dann der Boolesche
Primidealsatz BPI und eine spezielle Negation des Auswahlaxioms bewiesen. Im zweiten
Teil beweist man innerhalb von ZF, dafl das Axiomensystem SP konsistent ist.

Der erste Teil des Beweises wird von den Kapiteln 3 und 4 eingenommen. Dabei wird das
Axiomensystem SP zwar erst in Kapitel 4 eingefiihrt, aber es wird bereits in Kapitel 3
in diesem Axiomensystem gearbeitet. Um das durchfiihren zu kénnen, mufl man wissen,
daB es in der formalen Sprache von SP neben dem €-Symbol noch ein Konstantensymbol
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b und zwei einstellige Pradikatensymbole S und F' gibt. Die in SP gebildete Klasse
{z|S(x)} wird als die Klasse der Standardmengen bezeichnet. Eine Menge x ist also
genau dann eine Standardmenge, wenn S(z) in SP herleitbar ist. Wie man sieht, fithren
einstellige Prédikatensymbole auf kanonische Art und Weise zu Klassen und werden
héufig deswegen auch mit ihnen identifiziert. Die Sprechweise , s ist aus S ist also
als “s ist aus der Klasse {x|S(x)}“ zu interpretieren. Fiir die besondere Menge b
sind in der Theorie SP die Formeln b C PB(w) und —5(b) herleitbar (b ist also eine
,Nichtstandardmenge*). In Kapitel 3 wird nun ein Weg beschrieben, wie man aus den
Standardmengen und der Menge b eine ganze Hierarchie, die sogenannte L-Hierarchie,
von neuen Mengen aufbauen kann. Die Intention dabei ist ungefdhr die folgende: Man
kann sich vorstellen, dal man ein Modell (und dieser Begriff ist hier vollkommen naiv
zu verstehen) von SP erhilt, indem man zu einem Modell von ZF eine neue Menge b
mit bestimmten Eigenschaften ,adjungiert®, &hnlich, wie man z. B. zum Koérper @ der
rationalen Zahlen die neue ideelle Zahl v/2 adjungieren kann (um prizise zu sein, ist das
Modell von SP ein inneres Modell dieser Adjunktion, ein sogenanntes symmetrisches
Modell, aber das mochte ich hier nicht weiter ausfiithren). Die Mengen des alten Modells
werden im neuen Modell gerade die Standardmengen sein. Dann md&chte man natiirlich
die Mengen in dieser Adjunktion dadurch erhalten, daB man die durch die Axiome
von ZF beschriebenen Moglichkeiten der Bildung von neuen Mengen aus alten (z. B.
Potenzmengenbildung) auf die Mengen des alten Modells und auf b anwendet (dies
entspricht bei der Kérperadjunktion dem Bilden von Termen mit Zahlen aus @ und v/2).
Genau dies passiert in Kapitel 3. Es wird dann eine Sprache £ angegeben, die in ZF
beschreibbar ist. was bedeutet, dafl die Zeichen und Zeichenketten von £ durch Terme in
ZF kodiert werden. Diese Art Kodierung wird nach ihrem Erfinder auch ,,Godelisierung*
genannt. Mittels der formalen Sprache £ werden dann Terme aus Standardmengen und
b aufgebaut. Diese Terme werden dann (in SP) zu Mengen ausgewertet, d. h. innerhalb
von SP wird eine Funktion angegeben, die jedem dieser Terme eine Menge zuordnet. Die
Terme sind dann sozusagen Namen fiir die ihnen zugeordneten Mengen aus dem Modell
von SP. Eines der Axiome von SP ist nun gerade, dal jede Menge einen Namen in der
Sprache £ hat. Da jedes Element aus dem Modell von SP einen in ZF konstruierten
Namen hat, ist £ das wesentliche Bindeglied zwischen den Theorien ZF und SP.

Im Kapitel 4 wird dann das Axiomensystem SP explizit vorgestellt. SP beinhaltet sechs
(zunéchst metasprachlich beschriebene) Axiome, wobei das erste Axiom besagt, daf alle
Axiome von ZF auch in SP gelten sollen. Im Axiomensystem SP kann man nun wie
iiblich Beweise fiihren. Es werden dann unter anderem folgende Resultate hergeleitet:

(i) der Boolesche Primidealsatz und

(ii) es existiert in den reellen Zahlen eine Dedekind-endliche und dichte Menge (wobei
eine Menge Dedekind-endlich ist, wenn sie keine abzidhlbar unendliche Teilmenge
enthilt).

Damit gilt in SP der Boolesche Primidealsatz und die Negation des abz#hlbaren Aus-
wahlaxioms. Es ist nun also zu zeigen, dafl diese Theorie konsistent ist.
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Der Konsistenzbeweis von SP wird nicht absolut, sondern in ZF gefiihrt und nimmt
den Rest dieser Arbeit ein. Einfach ausgedriickt, wird in ZF bewiesen, daf alle in SP
herleitbaren Sétze (auf eine noch zu definierende Art und Weise) giiltig sind. Da der
Beweis natiirlich nur dann sinnvoll ist, wenn ZF selber konsistent ist, handelt es sich also
um einen relativen Konsistenzbeweis. Es wird nun also ab Kapitel 5 nicht mehr in SP,
sondern in ZF argumentiert. De facto wird allerdings nicht nur ZF, sondern sogar die
stirkere Theorie ZF+-,, Konstruktibilitdtsaxiom® benutzt. Das Konstruktibilitdtsaxiom
sagt aus, daBl man alle Mengen durch Anwendung von bestimmten Operationen aus
den Ordinalzahlen erhélt, und impliziert insbesondere die Existenz einer surjektiven
Funktion von den Ordinalzahlen auf die Klasse aller Mengen (diese Funktion ist dann
natiirlich auch eine Klasse) und damit auch das Auswahlaxiom. Godel bewies 1938
durch die Methode der inneren Modelle, dafl das Konstruktibilitdtsaxiom konsistent
mit ZF ist, womit der erste relative Konsistenzbeweis der Mengenlehre gefiihrt wurde.
Durch dieses Resultat kénnen wir hier auch statt ZF sogar ZF+4,Konstruktibilitéits-
axiom® betrachten.

Um nun in ZF Aussagen iiber die Theorie SP zu machen, denke man sich diese Theorie
am besten godelisiert, dhnlich wie es bereits mit der Sprache £ geschehen ist. In ZF
wird nun eine feste, vollstdndige Boolesche Algebra B vorgegeben. Sie ist zunéchst zwar
noch beliebig, wird aber in Kapitel 8 explizit definiert. Dort wird sie in gewisser Weise
die Menge b von ZF aus beschreiben. Es wird nun eine Funktion definiert, die erst jeder
Formel aus £ und dann jedem Satz aus SP ein Element aus B (der Grundmenge der
Booleschen Algebra B) zuordnet. Diese Funktion ist eine Bewertung der Formeln. Man
kann sich dabei die Menge B als eine ganze Menge von Wahrheitswerten vorstellen,
die zwischen ,, wahr“, dem groiten Element T von B, und ,falsch“, dem kleinsten Ele-
ment | von B, liegen. Eine Formel ist also um so , wahrer“, je gréfler ihre Bewertung
ist, insbesondere kann man Formeln als ,wahr“ betrachten, wenn sie die Bewertung
T erhalten. Es liegt der Gedanke nahe, dal bei der Verkniipfung von Formeln durch
Junktoren wie V, A oder — die Bewertung der entstehenden Formeln diese Verkniipfung
widerspiegeln sollen, und genauso wird es auch gemacht. So erhélt z. B. die Formel ¢V
als Bewertung gerade das Supremum der Bewertungen von ¢ und 1, und die Formel —¢
erhilt als Bewertung gerade das Komplement der Bewertung von ¢. Damit ist die Be-
wertungsfunktion insbesondere nicht trivial: Es werden z. B. Tautologien offensichtlich
immer mit T und folglich deren Negationen immer mit 1 bewertet.

In Kapitel 5 wird nach der Definition der Bewertungsfunktion noch gezeigt, daf3 diese
Funktion mit dem Préadikatenkalkiil vertriaglich ist. Das bedeutet, dafl simtliche Axiome
des Priadikatenkalkiils wahr sind, also die Bewertung T erhalten, und dafl auch die
Anwendung der Schlufiregeln auf wahre Formeln wieder nur wahre Formeln liefert. In
den folgenden Kapiteln 6, 7 und 8 wird dann gezeigt, dal auch sémtliche Axiome von
SP die Bewertung T erhalten (es zeigt sich dabei, dafl dies fiir die Axiome (i), (iii), (iv)
und (vi) beziiglich beliebiger Boolescher Algebren zutrifft und erst bei den Axiomen
(ii) und (v) eine explizite Definition von B nétig ist). Damit ist die Konsistenz von SP
bewiesen: Angenommen, man hétte in SP einen (formalen) Beweis eines Satzes der Form
¢ N\ —¢. Der Beweis ist also eine Folge von Formeln, die Axiome aus SP oder Axiome
des Pradikatenkalkiils sind oder die aus fritheren Formeln durch Anwendung einer der
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beiden Schlufiregeln entstehen. Nun haben aber sémtliche Axiome die Bewertung T,
und auch Anwendung der Schlufiregeln fithrt von Formeln mit der Bewertung T wieder
nur zu Formeln mit der Bewertung T. Somit kann man in ZF beweisen, daf} alle
Formeln dieses Beweises, also insbesondere auch der Satz ¢ A —¢, die Bewertung T
erhalten. Andererseits gilt aufgrund der Definition der Bewertungsfunktion, daf§ der
Satz ¢ A —¢ die Bewertung | erhalten mufl. Also kann man in ZF beweisen, dafi | = T
in der Booleschen Algebra B gilt. Da man in ZF auch sofort die Nichttrivialitiat von B
nachweisen kann, erhélt man also einen Widerspruch in ZF. Zusammenfassend erhélt
man aus einem Widerspruchsbeweis in SP also auf konstruktive Art und Weise einen
Widerspruchsbeweis in ZF, und genau das war zu zeigen.

Ich moéchte noch darauf hinweisen, dafl gerade fiir den Verbandstheoretiker diese Be-
weismethode meines Erachtens eine duflerst elegante ist. Normalerweise werden bei
Forcing-Beweisen z. B. noch sogenannte generische Ultrafilter eingefiihrt, die in einem
Standardmodell der Mengenlehre gar nicht existieren konnen. Der Forcing-Beweis kann
zwar trotzdem durchgefiihrt werden (dafiir gibt es verschiedene Argumente), doch die
Forcing-Beweise erhalten dadurch in meinen Augen einen etwas ,,esoterischen“ Anstrich.
Auch die Technik bei anderen Forcing-Beweisen ist zwar in einigen Dingen kiirzer als in
diesem Beweis, aber von den Methoden umfangreicher. Die hier angewandte Methode,
einen Konsistenzbeweis im wesentlichen nur durch Berechnungen in einer Booleschen
Algebra zu fithren, ist dagegen vielleicht auf den ersten Blick etwas unanschaulich, dafiir
aber (falls man so etwas von einem mathematischen Beweis sagen darf) glaubwiirdiger,
weil man das sichere Bezugssystem ZF dabei nie verlassen mufl. Auflerdem halte ich
es fiir durchaus stilvoll, einen Konsistenzbeweis uiber eine verbandstheoretische Aussage
mit hauptséchlich verbandstheoretischen Methoden zu fiihren.



Kapitel 2

Aquivalenzen zum Primidealsatz

In diesem Kapitel mochte ich versuchen, einen kleinen Eindruck iiber die Bandbreite des
Primidealsatzes zu vermitteln. Zu diesem Zweck liste ich einige (in ZF) zum Primideal-
satz dquivalente Aussagen auf, unter denen sich auch bekannte Sétze aus der Algebra,
der Logik, der Topologie, der Verbandstheorie und der unendlichen Kombinatorik be-
finden. Auch in weiteren Gebieten der Mathematik (z. B. der Funktionalanalysis oder
der Graphentheorie) finden sich weitere #quivalente Aussagen, die ich hier gar nicht
erwihnt habe. Die meisten der in diesem Kapitel gezeigten Aquivalenzen sind schon
seit langerem bekannt und gehoren zur ,,Folklore“ der Mathematik, so z.B. der Satz von
Tychonoff oder der Kompaktheitssatz. Dafl aber die verschiedenen Formen des Prim-
elementsatzes (siehe Korollar 2.5), das Krullsche Lemma fiir nichtkommutative Ringe
sowie der Satz von Tychonoff fiir niichterne Rdume &dquivalent zum Primidealsatz sind,
wurde erst vor kurzem von Erné und Banaschewski bewiesen.

Um den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen, sind zunéchst einige Definitionen notig:

Definition 2.1 Eine Familie B von Teilmengen einer Menge S ist eine Mengenalgebra
genau dann, wenn gilt:

(i) S € B und
(ii) sind X,Y aus B,so auch XNY, X UY und S\ X.

Sei S eine Menge und M eine Familie von Funktionen f : P — {0,1} mit P CC S.
Dann heifit M binédres Mafl auf S, falls gilt:

(i) fiir jedes P CC S existiert ein f € M mit Vb(¢t) = P und
(ii) gilt t € M und P CC S, so folgt t|P € M.

Eine Funktion f : S — {0,1} heiflt konsistent mit M, falls fiir jedes P CC S gilt:
fIPeM.

Das Auswahlaxiom fiir Familien (A;);c; endlicher Mengen A; wird mit ACF abgekiirzt.
Eine Mengensystem M hat die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn jede nichtleere,
endliche Teilmenge von M einen nichtleeren Durchschnitt hat.

20
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Ein Ideal eines Verbandes L ist ein unterer Abschnitt / von L, der gegen endliche Su-
prema abgeschlossen ist. Ein Filter ist ein duales Ideal, also ein oberer Abschnitt, der
gegen endliche Infima abgeschlossen ist. Da das Supremum der leeren Menge genau
dann existiert, wenn der Verband ein kleinstes Element hat (und dann das kleinste Ele-
ment ist), ist insbesondere die leere Menge genau dann ein Ideal in einem Verband L,
wenn L kein kleinstes Element hat. Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich fiir Filter.
Die Menge aller Ideale eines Verbandes ist offensichtlich ein Hiillensystem und damit
selber ein (vollstédndiger) Verband, der Idealverband. Ein Element p eines Verbandes
L heifit A-prim, wenn fiir jede endliche Menge E mit A F < p ein Element e von F
mit e < p existiert. Damit ist insbesondere das gréfite Element eines Verbandes nie
A-prim. Analog wird V—prim definiert. Falls Elemente nur als prim bezeichnet werden,
ist im allgemeinen die V-Primheit gemeint. Die A-primen Elemente des Idealverbandes
eines Verbandes L sind die Primideale von L. Analog werden Primfilter definiert. Ist
der Verband L ein Mengensystem (d. h. die A- und V-Operationen sind gerade der
Durchschnitts- und die Vereinigungsoperationen), so spricht man statt von Primfiltern
oft auch von Ultrafiltern. Man beachte, dafl fiir jeden Verband L nun L selbst ein
Ideal, aber kein Primideal ist. Eine Scott-offene Teilmenge eines vollstéandigen Verban-
des schliellich ist ein oberer Abschnitt, dessen Komplement gegen gerichtete Suprema
abgeschlossen ist.

Ein topologischer Raum (X, 7) ist kompakt, wenn jede Uberdeckung von X mit offenen
Mengen eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dieses ist gleichbedeutend mit der Aus-
sage, daf} jedes Mengensystem abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durchschnitt-
seigenschaft einen nichtleeren Durchschnitt hat. (X, 7) ist ein Ty-Raum , wenn verschie-
dene Punkte verschiedene Punktabschliisse haben. Ein Ty-Raum heifit niichtern, falls
im Verband der abgeschlossenen Mengen jede V-prime abgeschlossene Menge bereits der
AbschluB einer einpunktigen Menge ist (man beachte, dafl ungekehrt Punktabschliisse
immer V-prim sind). Es ist S C 7 eine Subbasis von 7, falls sich jede offene Menge als
eine (beliebige) Vereinigung von endlichen Durchschnitten von Mengen aus S darstellen
1i83t. Analog ist eine Teilmenge S der abgeschlossenen Mengen eine Subbasis, falls jede
abgeschlossene Menge ein Durchschnitt von endlichen Vereinigungen von Mengen aus
S ist.

Eine Formel ¢ in einer Sprache der Priadikatenlogik erster Stufe ist ein Satz genau dann,
wenn sie keine freien Variablen enthélt. Die Sprache einer Formelmenge ¥ wird mit £(X)
bezeichnet. Eine Theorie T' ist eine Menge von Sétzen. Ein Modell einer Theorie ist
eine Struktur mit entsprechenden Konstanten, Funktionen und Relationen, in denen
jede Formel der Theorie giiltig ist. Ein Satz ¢ ist in einer Theorie T giiltig (geschrieben
T = ¢), wenn sie in jedem Modell der Theorie giiltig ist. Ist die Formel ¢ aus T herleit-
bar, so schreibt man 7' ¢. T heifit (syntaktisch) widerspruchsfrei, wenn kein Satz der
Form ¢ A =¢ aus T hergeleitet werden kann. 7' heifit maximal widerspruchsfrei, wenn
weiterhin fiir jeden Satz ¢ aus L(T') entweder T F ¢ oder T F —¢ gilt.
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Satz 2.2 In ZF sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (SPIT)
Ist D ein distributiver Verband, I C D ein Ideal, F' C D ein nichtleerer Filter mit
INF =10, so existiert ein Primideal P C D mit P O I und PN F = 0.

(ii) (MSPET)
Ist (L;)ier eine Familie vollstindiger distributiver Verbdinde, sind U; C L; Scott-
offene Filter und c; Elemente aus L; \ U; fir jedesi € I, so existiert eine Familie
(pi)ier von Primelementen mit p; € L; \ U; und p; > ¢; fiir jedes i € I.

(iii) (PET)
Jeder nichttriviale vollstindige Verband mit kompaktem grofitem Element hat ein
Primelement.

(iv) Krullsches Lemma
Ist in einem Ring ein Ideal I und eine dazu disjunkte multiplikative Menge M
gegeben, so existiert ein zu M disjunktes Primideal P mit I C P.

(v) Boolescher Primidealsatz, starke Fassung
In jedem Booleschen Verband ist jedes echte Ideal in einem Primideal enthalten.

(vi) Stonescher Darstellungssatz
Jeder Boolesche Verband ist isomorph zu einer Mengenalgebra.

(vii) (BPI) Boolescher Primidealsatz
Jeder nichttriviale Boolesche Verband enthdlt ein Primideal.

(viii) Ultrafiltersatz
Jeder Filter auf einer Menge lifit sich zu einem Ultrafilter erweitern.

(iz) Satz von Tychonoff fir Ty-Rdume
Ein Produkt von nichtleeren, kompakten Ty-Rdumen ist ein nichtleerer, kompakter
Raum.

(x) Satz von Tychonoff fiir endliche, diskrete Rdume
Ein Produkt von nichtleeren, endlichen, diskreten Rdumen ist ein nichtleerer, kom-
pakter Raum.

(xzi) Satz von Rado + ACF
Satz von Rado: Es sei (A;)ier eine Familie nichtleerer, endlicher Mengen und es
sei (fr)jccr eine Familie von Auswahlfunktionen f; : J — A = Ujer Ai. Dann
exisiert eine globale Auswahlfunktion f: I — A, die die folgende Eigenschaft hat:
VJccIaK ccl: JCKAf|J= fkl|J.

(xii) Alexandersches Subbasislemma
Sei S eine Subbasis der abgeschlossenen Mengen des topologischen Raumes (X, 7).
Hat dann jede Teilmenge S" von S, die die endliche Durchschnittseigenschaft hat,
einen nichtleeren Durchschnitt, so ist (X, 1) kompakt.
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(ziii) Satz von Tychonoff fir Potenzen des Raumes {0,1}
Jede Potenz des diskreten, zweipunktigen Raumes X = {0, 1} ist kompakt.

(ziv) Konsistenzsatz
Fiir jedes bindre Mafs M auf einer Menge S existiert eine Funktion f auf S, die
mit M konsistent ist.

(zv) Satz von Godel
Ist eine Theorie T' syntaktisch widerspruchsfrei, so besitzt sie ein Modell.

(zvi) Vollstindigkeitssatz
Fir eine Theorie T und einen Satz ¢ gilt: T = ¢ genau dann, wenn T+ ¢ .

(zvii) Kompaktheitssatz

Besitzt jede endliche Teilmenge einer Theorie T ein Modell, so auch T

Der Beweis dieses Satzes erfolgt am Ende des Kapitels.

Mit Satz 2.2 bin ich nun sofort in der Lage, eine Liste von verschiedenen Formen des
Lemmas von Tychonoff aufzufiihren, die alle 4quivalent zum Primidealsatz sind. Lei-
der findet sich meines Wissens in der Literatur keine derartige Ubersicht, sondern es
wird héufig nur eine bestimmte Form (meistens Form (ii) des folgenden Korollars) des
Lemmas von Tychonoff erwéhnt.

Korollar 2.3 In ZF sind folgende Variationen des Tychonoff-Lemmas zum Primideal-
satz dquivalent:

(i) Das Produkt nichtleerer, kompakter Ty-Rdume ist ein nichtleerer und kompakter
T5-Raum.

(ii) Das Produkt kompakter Ts-Raume ist ein kompakter Ty-Raum.
(iii) Jede Potenz eines kompakten Ts-Raumes ist ein kompakter Ts-Raum.

(iv) Das Produkt nichtleerer, endlicher, diskreter Rdaume ist ein nichtleerer und kom-
pakter Ty-Raum.

(v) Das Produkt endlicher, diskreter Raume ist ein kompakter Ts-Raum.
(vi) Jede Potenz eines endlichen, diskreten Raumes ist ein kompakter Ts-Raum.

(vii) Das Produkt zweielementiger, diskreter Rdume ist ein nichtleerer und kompakter
Raum.

(viii) Das Produkt zweielementiger und diskreter Rédume ist ein kompakter Ty-Raum.

(iz) Jede Potenz eines zweielementigen und diskreten Raumes ist ein kompakter Ts-
Raum.
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Beweis: Offenbar impliziert (i) jede andere Aussage des Lemmas, und jede Aussage
des Lemmas impliziert (ix). Da aber (i) und (ix) dquivalent zum Primidealsatz sind, ist
damit das Korollar bewiesen. O

Im néchsten Korollar werden nun verschiedene Formen des Primidealsatzes aufgefiihrt.
Da die Aquivalenz der stirksten Form (i) und der schwichsten Form (vi) schon zum
Standardwissen der Mathematik gehort, ist dieses Korollar nur eine etwas ausfiihrlichere
Darstellung bekannter Aussagen.

Korollar 2.4 In ZF sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Ist D ein distributiver Verband, I C D ein Ideal, F C D ein nichtleerer Filter mit
INF =10, so existiert ein Primideal P C D mit PO I und PN F = ().

(ii) Ist D ein distributiver Verband und I C D ein echtes Ideal, so existiert ein Prim-
ideal P in D mit I C P.

(iii) Jeder nichttriviale distributive Verband enthdlt ein Primideal.

(iv) Ist B ein Boolescher Verband, I C B ein Ideal, F' C B ein nichtleerer Filter mit
INF =0, so existiert ein Primideal P C B mit P O I und PN F = (.

(v) Ist B ein Boolescher Verband und I C B ein echtes Ideal, so existiert ein Primideal
P in B mitl CP.

(vi) Jeder nichttriviale Boolesche Verband enthidlt ein Primideal.

Beweis: Der Beweis wird wie der Beweis des vorherigen Korollars gefiihrt. a

Auch das Prinzip PET gibt es in verschiedenen Variationen.

Korollar 2.5 Folgende Formen des Primelementsatzes sind dquivalent zum Primideal-
satz:

(i) (MSPET)
Ist (L;)ier eine Familie vollstindiger distributiver Verbinde, sind U; C L; Scott-
offene Filter und c; Elemente aus L; \ U; fir jedesi € I, so existiert eine Familie
(pi)icr von Primelementen mit p; € L; \ U; fiir jedes i € I.

(ii) (SPET)
Ist U ein Scott-offener Filter in einem vollstindigen distributiven Verband L, so
existiert zu jedem ¢ € L\ U ein Primelement p € L\ U mit ¢ < p.

(iii) (MPET)
Ist (L;)eq eine Familie vollstindiger distributiver Verbdnde mit kompakten griofsten
Elementen, so existiert eine Familie (p;)ic; von Primelementen mit p; € L; fir
jedes i € I.



KAPITEL 2. AQUIVALENZEN ZUM PRIMIDEALSATZ 25

(iv) (PET)
Jeder nichttriviale vollstindige Verband mit kompaktem grofitem Element hat ein
Primelement.
Beweis: Analog zu den vorangehenden Korollaren. a

Das folgende Korollar geht auf Banaschewski (siche [Bana87]) zuriick.

Korollar 2.6 Satz von Tychonoff fiir niichterne Rdume:
MPET (und damit der Primidealsatz) impliziert folgende Aussagen:

(CSC) Jedes Produkt nichtleerer, kompakter, niichterner Rdaume ist nichtleer.
(STT) Jedes Produkt kompakter, niichterner Réiume ist kompakt.
Weiterhin impliziert STT wiederum MPET.

Beweis: Ich mochte zuerst CSC beweisen. Sei dazu X = [[;c; X; ein Produkt nicht-
leerer, kompakter, niichterner Rédume (X;, ;). Fiir jedes ¢ € I ist dann der Verband
7; der offenen Mengen von X; ein vollstandiger nichttrivialer distributiver Verband mit
kompaktem grofitem Element (letzteres, da X; kompakt ist). Somit liefert MPET eine
Familie (.S;);c; von primen offenen Mengen S; € 7;. Aufgrund der Niichternheit von X;
folgt S; = X; \ {z;} fiir ein eindeutig bestimmtes x; € X;, womit nun ein Element (x;);c;
aus [[;c; X; gefunden ist.

Um STT zu beweisen, betrachte man ein beliebiges echtes Ideal J in dem Verband
7 der offenen Mengen von [[;c; X;. Es ist UJ # X zu zeigen. Wendet man PET
auf TJ im Idealverband von 7 an, so erhédlt man ein Primideal P O J in 7. Die
Projektionen pr; : X — X; definieren vermittels f;(O) = pr; '[O] auf kanonische Art und
Weise Verbandseinbettungen f; : 7, — 7. Damit erhélt man in jedem 7; ein Primideal
P, = f7'[P]. Da P, sogar ein echtes Ideal und X; kompakt ist, folgt W; = UP; # X;
fiir jedes ¢ € I. Wendet man MPET auf die Verbande TW; C 7; an, so erhélt man in
7; prime Elemente S; O W;, die wie oben eindeutige z; € X; mit S; = X; \ {z;} liefern.
Angenommen, = = (x;);e; ist ein Element von |JJ. Sei also O aus J mit x € O. Da
die endlichen Durchschnitte von Mengen der Form f;(O;) mit O; € 7; eine Basis von 7
bilden, gibt es ein F' CC I und Mengen O; € 7;, i € F mit © € N;ep f:(0;) = O € P.
Da P ein Primideal ist, existiert weiterhin ein k € F' mit f;(Oy) € P. Daraus folgt nun
sofort Oy € P,. Damit gilt einerseits © ¢ O wegen ), ¢ Sy 2 U Py, andererseits aber
xr € Of wegen x € fr(Oy), also offensichtlich ein Widerspruch. Es folgt « ¢ (JJ und
damit |JJ # X, was zu zeigen war.

Um schliellich aus STT den Satz von Tychonoff fiir T5-Rdume und damit wieder MPET
herzuleiten, reicht es zu zeigen, dafl jeder T,-Raum niichtern ist. Sei also A eine ab-
geschlossene V-prime Menge in einem 75-Raum X. Angenommen, A enthélt zwei ver-
schiedene Elemente x und y. Dann existieren zwei disjunkte, offene Mengen U,, U, mit
zeU,und y € U,. Esfolgt AC X\U,UX\U,, alsoo. B.d. A. A C X \U,. Das
impliziert * € X \ U,, offensichtlich ein Widerspruch. Damit ist jede V-prime Menge
bereits einelementig, woraus sofort die Niichternheit von X folgt. O
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Bemerkung: Da aus STT der Primidealsatz und damit wiederum CSC folgt, kann
man in ZF nun CSC aus STT herleiten. Ein Beweis von CSC aus STT kann man aber
auch durch eine Anpassung des Beweises von Kelley, dafl der Satz von Tychonoff fiir
beliebige kompakte Riume bereits das Auswahlaxiom impliziert, erbringen. Ahnlich
wie in Korollar 2.3 erhédlt man also, daf3 auch das Prinzip

jedes Produkt nichtleerer, kompakter, niichterner Rdume ist ein nichtleerer, kompakter
Raum

dquivalent zum Primidealsatz ist. Bevor ich nun Satz den grundlegenden Satz dieses Ka-
pitels, beweise, mochte ich zwei der schwierigsten Implikationen in seperaten Lemmata
herleiten.

Das néichste Lemma basiert im wesentlichen auf der Arbeit [Erné85] von Erné, in der
die Aquivalenz von (SPIT) und (SPET) gezeigt wird. In [Bana87] zeigte Banaschewski
unter anderem die Aquivalenz von (PET) und (MPET). Eine Vermischung der Prinzi-
pien (SPET) und (MPET) und der eben erwihnten Beweise ergab dann die Aquivalenz
von (MSPET) und (SPIT). Die Konstruktion des Koproduktes in dem Beweis habe ich
dabei der Note [Bana90] von Banaschewski entnommen.

Lemma 2.7 SPIT— MSPET.

Ich will zuerst zeigen, daB fiir eine Familie (D;);c; beschrankter distributiver Verbéande
das Koprodukt [];c; D; in der Varietit der beschrénkten distributiven Verbénde existiert
und genau dann nichttrivial ist, wenn jeder Verband D; nichttrivial ist. Seien also
D;,i € I beschrankte distributive Verbénde mit grofitem Element T,; € D; und kleinstem
Element 1; € D,, dabei seien die D; o. B. d. A. disjunkt. Dann setzt man zunéchst
A = U,er D, weiterhin sei 4, fiir ein a € A der eindeutig bestimmte Index mit a € D,,.
Ich definiere nun eine Menge X von Variablen durch X = {z,|a € D; fiir ein i € I},
und es sei T' die Menge aller Terme, die man iiber X mit den bindren Operationen V
und A sowie mit den Konstanten T und L bilden kann. Sei schliefllich ¥ die Menge
aller Gleichungen, die

(i) in beschriankten distributiven Verbénden gelten, oder

(ii) die Form x4, V...V 2., = Za,v. .va, bzw. die Form z,, A ... AZy, = Taa. pg, Wit
ai,...,a, € D; fiir ein ¢ € I haben oder

(iii) die Form z;, = L bzw. die Form z1, = T fiir ein ¢ € I haben.

Die absolut freie Termalgebra 7" kann ich nun durch die Gleichungsmenge 3. durchfakto-
risieren und erhalte so einen beschrinkten distributiven Verband D mit den Operationen
V und A und den Konstanten T und L. Zu jedem i € I definiert man nun eine Funktion
h; : D; — D, indem man jedem a € D; die Aquivalenzklasse von x, zuordnet. Da X die
Gleichungen der Form (ii) oder (iii) enthélt, ist jedes h; ein Homomorphismus (in der
Varietdt der beschrénkten distributiven Verbénde). Ist nun weiterhin zu jedem i € I ein
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Homomorphismus f; : D; — L in einen beschrénkten distributiven Verband L gegeben,
so kann man die Abbildung f': X — L mit f'(z,) = f;,(a) eindeutig auf T" fortsetzen
und erhélt nach dem Faktorisieren einen Homomorphismus f : D — L, der f; = f o h;
fiir jedes ¢ in [ erfiillt. Damit ist D das Koprodukt der D;.

Ist eines der D; trivial, d. h. es gilt L; = T,, so folgt wegen (iii) sofort L = T, also ist
das Koprodukt trivial.

Sei nun jedes D; nichttrivial. Um zu zeigen, dafl das Koprodukt D nichttrivial ist,
reicht es, einen nichttrivialen beschrinkten distributiven Verband D’ mit Elementen
x!,a € A anzugeben, so daf} die Entsprechungen der Gleichungen aus (ii) und (iii) gelten.
Dazu betrachte man zunéchst das Produkt [[;c; D; der D;, das nach Voraussetzung ein
Primideal J enthélt. Man rechnet leicht nach, dafl fiir jedes ¢ € I die i-te Projektion
J; := p;[J] von J ein Primideal in D; ist. Sei D' = {L’, T’} der zweielementige Verband.
Fiir a € A sei z, = L/, fallsa € J;,, und a = T, falls a ¢ J;,. Die Gleichungen aus (i)
und (iii) gelten in D’ trivialerweise, die Gleichungen aus (ii) gelten, da die J; Primideale
sind. Da D’ nichttrivial ist, mufl es D nun auch sein.

Ich komme jetzt zum Beweis von MSPET. Da der Beweis sich
innerhalb der Varietédt der beschriankten distributiven Verbdnde
bewegt, sind Ausdriicke wie Homomorphismus oder Koprodukt in
diesem Sinne zu verstehen. Seien also L; o. B. d. A. disjunkte,
vollsténdige distributive Verbénde, U; Scott-offene Filter in L;
und ¢; € L; \ U; fiir jedes ¢ € I. Zunéchst wird A; = T¢; \ U; und
A = Ujer A; gesetzt. Fiir jedes a € A sei weiterhin 4, das Element
aus I mit a € L;,. Man definiert jetzt K als das Koprodukt aller
Hauptfilter Ta = [a, T;,], a € A, und es seien k, : Ta — K die
zugehorigen Koproduktabbildungen. Zuerst mochte ich zeigen,
daB fiir jedes £ CC A und fiir beliebige Elemente b, € Ta N U;,
mit a € E die Ungleichung

/\{ka(ba> | ac E} 7é J—K (21)

gilt. Seien also E und b,, a € E entsprechend gew#hlt. Fiir jedes a € A\ E setze
b, = T,,. Man betrachte die Homomorphismen m,, : [a, T;,] — [a, b,] mit m,(x) = zAb,.
Das Koprodukt K’ aller Intervalle [a, b,] ist nichttrivial, da a < b, fiir jedes a € A gilt.
Seien k! : [a,b,] — K’ die zugehérigen Koproduktabbildungen. Insgesamt erhélt man
aufgrund der universellen Eigenschaft von Koprodukten eine Abbildung m, so daf§ das
folgende Diagramm kommutiert:

K

K/

ka

/
k! om, a

[CL, Tia] [CL, ba]

mg
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Fiir jedes a € A ist b, das grofite Element von [a, b,], und jede Abbildung k. erhélt
grofite Elemente. Somit kann man jetzt folgendes berechnen:

m(N\{ka(ba) |a € E}) = NA{m(k.(bs))|a € E}
= A{K,(ma( a)|a€E}

= A{k.(b.)|a € E}
= Tx

Da aber Tg # Lk gilt und m kleinste Elemente erhélt, ist somit (2.1) bewiesen. Nun
setzt man

F =1{\{ka(bs)|a € E}| E CC Aund b, € TanU,, fiir jedes a € E}.

Da TanU;,, gegen endliche Infima abgeschlossen ist und k, natiirlich solche Infima erhélt,
mufl nun F ein echter Filter in K sein. Gemé&fl SPIT existiert nun ein Primideal P in
K, das zu F disjunkt ist. Damit ist auch P, = k;![P] fiir jedes a € A ein Primideal in
la, T;,]. Fiir jedes p € P, gilt k,(p) € P, also k,(p) ¢ F, woraus geméf der Definition
von F' nun p ¢ Ta NU;, folgt. Somit ist P, eine gerichtete Menge, die ganz in Ta \ U;,
liegt. Da U;, Scott-offen ist, folgt VP, € Ta \ U;, C A;,. Also kann man fiir jedes
i € I eine extensive Abbildung s; : A; — A; mit s;(a) = V P, konstruieren. Es ist
jedes A; beziiglich gerichteter Suprema abgeschlossen. Somit erhédlt man mit Bourbakis
Fixpunktlemma oder einfach mit transfiniter Induktion fiir jedes ¢ € I einen kleinsten
Fixpunkt p; von s;. Fiir jedes i € I ist somit P,, = {p;} ein Primideal in Tp;, womit p;
irreduzibel, also auch prim in L; ist. Es gilt auch p; € A; = T¢; \ U;. Somit ist (p;)ier
die gesuchte Familie von Primelementen. O

Definition 2.8 Um das folgende Lemma zu beweisen, sind erst ein paar Definitio-
nen notig. Man beachte, dafl dabei einige Worter wie prim etc. in diesem Kontext
ringtheoretisch und nicht verbandstheoretisch definiert werden. Ein Quantal ist ein
vollsténdiger Verband () mit einer zusétzlichen assoziativen Multiplikation, die iiber
beliebige Suprema vertauscht und die unterhalb der Infimumsoperation liegt, d. h. es
gilt fiir beliebige a,b € @ und X C Q:

a(\/ X)=\{az|ze X}, (VX)a=\/{za|z € X} undab<aAb.

Eine Teilmenge eines Quantales heifit m-Filter, falls sie ein gegeniiber der Multiplikation
abgeschlossener,nichtleerer oberer Abschnitt ist. Wegen ab < a A b ist ist jeder m-Filter
offensichtlich ein Filter im iiblichen verbandstheoretischen Sinne. Ein Element p eines
Quantales heifit prim, falls ab < p = a < p V b < p fiir beliebige a,b € Q gilt
und es nicht das grofite Element ist. Eine multiplikative Teilmenge ist eine gegeniiber
der Multiplikation abgeschlossene Teilmenge. Schliellich ist ein lokaler Nukleus eines
Quantales @ ein Hiillenoperator s auf ), der s(ab) = s(a) A s(b) fiir alle a,b € Q erfiillt.
Man beachte, dal die Menge Fix(s) = {a € Q|s(a) = a} = s[Q)] fiir jeden lokalen
Nukleus nicht nur ein vollstdndiger Verband, sondern sogar ein Lokal ist (d. h. ein
Verband, in dem binére Infima mit beliebigen Suprema vertauschen).
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Es ist schon lange bekannt, dafl der Primidealsatz zum Krullschen Lemma fiir kommuta-
tive Ringe #quivalent ist. DaBl aber die entsprechende Aquivalenz auch im allgemeinen
Fall fiir beliebige Ringe gilt, wurde erst vor kurzem von Banaschewski und Erné in
[BaEr93] versffentlicht.

Lemma 2.9 PET impliziert das Krullsche Lemma.

Beweis: Sei R ein Ring und M eine multiplikative Teilmenge von R. Da ein beliebiger
Schnitt von Idealen in R wieder ein Ideal ist, ist ID R, die Menge aller Ideale von R,
ein vollstandiger Verband (bzgl. C). Versieht man ID R weiterhin mit der iiblichen
Multiplikation von Idealen, so ist ID R sogar ein Quantal. Die Menge S aller Ideale,
die M schneiden, bilden einen Scott-offenen m-Filter in diesem Quantal. Weiterhin sind
die primen Elemente von ID R genau die Primideale von R. Es reicht also, wenn ich
folgende Behauptung zeige:

Jedes Element auflerhalb eines Scott-offenen m-Filters S in einem Quantal Q) liegt un-
terhalb von einem Primelement, das ebenfalls nicht in S liegt.

Um dieses zu zeigen, konstruiert man als erstes einen lokalen Nukleus s auf @), fiir den
Va(s(a) = T <= a € S) gilt. Dazu setzt man fiir jedes a € ) zunéchst

Se={reQ|VylxVyeS=aVvyes)}.

Offensichtlich ist jedes S, ein unterer Abschnitt mit a € S,. Es ist S, auch nach oben
gerichtet: Sind z,z aus S, und gilt zVzVy € S, so folgt aV zVy € 5, also auch
aVy=aVyVy €S, was schlieflich z V z € S, liefert. Nun setzt man s(a) = \/ S, fir
jedes a € @ und zeigt als nédchstes s(a) € S,. Gilt ndmlich s(a) Vy = V(S, Vy) € S
fiir ein y, so mufl es ein z € S, geben mit z Vy € S (denn S ist Scott-offen und
S, V y ist eine gerichtete Menge), woraus a Vy € S folgt. Wegen s(a) € S, gilt
Vy(s(a) Vy € S = aVy € S), womit nun Sy, C S,, also s(s(a)) < s(a) folgt. Da
s weiterhin extensiv und isoton ist, ist s sogar ein Hiillenoperator. Es liefert ab < a,b
offensichtlich auch s(ab) < s(a) A s(b). Um nun die umgekehrte Ungleichung zu zeigen,
setzt man x = s(a) A s(b). Ich mochte x € Sy, zeigen. Sei also x Vy € S fiir ein
y € Q. Dax € S, und x € S, gelten, folgen a Vy € S und bV y € S, somit auch
(aVy) (bVy) € S. Aus der Abschitzung

(aVy)-(bVy)=abVybVayVy* <abVy

folgt nun abV y € S. Somit gilt x € Sy, also s(a) A s(b) < s(ab). Insgesamt ist s also
ein lokaler Nukleus. Aus a € S folgt S, = @, also s(a) = T. Gelte nun umgekehrt
s(a) = T fiir ein @ € Q. Das liefert T € St = Syu) €S, Wegen TV L =T € S folgt
a =aV L € S nach Definition von S,. Somit erfiillt s alle geforderten Eigenschaften.

Setze nun D = Fix(s). D ist ein Lokal mit demselben gréfiten Element T wie Q. Ich
zeige nun, dal T in D kompakt ist: Die gerichteten Mengen in D sind genau die Bilder
gerichteter Mengen in ) unter s. Bezeichnet | | die Supremumsoperation in D (d. h. fiir
M C D gilt | |M = s(\V M)), so gilt fiir jede Teilmenge N von Q:

| |sIN]=T <= s[\/N]=T < \/Nes {T}.
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Es gilt nun allgemeiner: s~'{T} ist genau dann Scott-offen, wenn T kompakt in D ist.
Da aber S = s '{T} gilt, ist T in D tatséchlich kompakt.

Sei jetzt schliefllich a ein Element aus @ \ S. Da s(a) < T in D gilt, existiert nach
PET ein Primelement p (im verbandstheoretischen Sinne) in DN 7Ts(a). Da in D das
Distributivgesetz gilt, ist p auch in D ein Primelement. In Q) ist p aber auch im ringtheo-
retischen Sinne prim: Gilt ndmlich be < p in @, so folgt s(b) A s(c) = s(bc) < s(p) = p,
also auch b < s(b) < p oder ¢ < s(c) < p. O

2.2, Ich bi nun in der Lage, den Gesamtbeweis von Satz 2.2 zu fithren. Die Beweise der
einzelnen Implikationen habe ich verschiedenen Quellen entnommen, die ich zuné&chst
aufziahlen will.

Die Herkunft der ersten drei Implikationsbeweise ist klar. Die néchsten vier sind Stan-
dardargumente, die man auch bis auf den Beweis von (iv)=(v) in [Jech73] findet.
Die Beweise von (viii)==(ix) und (x)==-(xi) verdanke ich Frank Vogt. Die Implika-
tion (xi)==(xii) wurde von Wolk in [Wolk67] bewiesen. Die weiteren Beweise stam-
men von mir, sind aber mindestens bei den Richtungen (xii)=-(xiii), (xv)=-(xvi) und
(xvi)==(xvii) Standardargumente.

Beweis von Satz 2.2:

»(1)=(i1)“ Lemma 2.7

,(i)=-(iii)* trivial (da {T} Scott-offener Filter ist).
,(1i1)=(iv)* Lemma 2.9

»(1iv)=(v)* Ist B eine Boolesche Algebra, so betrachte man den zugehorigen Booleschen
Ring R. Da sowohl die Ideale als auch die Primideale in B und R dieselben ist, folgt
aus dem Krullschen Lemma unmittelbar der Boolesche Primidealsatz.

»(v)=(vi)“ Sei B eine Boolesche Algebra und S := {U |U ist ein Primfilter von B}.
Fir u € B sei f(u) := {U € S|u € U}. Man rechnet nach, dafl f ein Boolescher
Homomorphismus ist, d. h. es gilt f(uVv) = f(u) U f(v), f(uAv)= f(u)N f(v) und
fut) =8\ f(u). Sei nun u # v, d. h. u Vvt # T. Dann existiert nach Voraussetzung
ein Primideal P mit u Vvt € P, alsou € P,v ¢ P. D. h. P € f(u), P ¢ f(v). Also ist
f auch injektiv.

»(vi)=-(vii)“ Sei B eine Mengenalgebra auf einer nichtleeren Menge S. Sei u € S und
U :={b € B|u € b}. Man rechnet nach, daf§ U ein Primfilter ist, also ist P := B\ U
ein Primideal.

,(vil)=(viii)“ Sei X eine Menge und F ein Filter in P(X). Sei Z = {X\U |U € F} das
zu F dual isomorphe Ideal. Fiir U,V C X sei U ~ V :<= (UNVHU(U+NV) € Z. Dann
ist ~ eine Kongruenzrelation mit [#]. =Z. In P(X)/ ~ existiert gemafl Voraussetzung
ein Primideal P’. Nun sei P := {U C X | [U]~ € P'}. P ist ein Primideal in PB(X) mit
P O Z. Somit ist P ={X \ U |U € P} ein Primfilter in P(X) mit F =Z° C P°.

,»(viil)=(ix)“ Sei (X;);e; ein Familie kompakter To-Réume. Behauptung: [[;c; X; # 0.
Setze Z := {f| f Funktion, Vbf C I und f(i) € X; fiir i € Vbf}. Es ist Z nichtleer.
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Setze nun Z; := {f € Z|i € Vbf}. Firi,j € I gilt Z; N Z; # 0, also kann ich
F C P(Z) als den von {Z;|i € I} erzeugten Filter definieren. Nach Voraussetzung
existiert ein Primfilter & D F. Sei i € I fest und U; := {pr;[U]|U € U} C P(X,)
(dabei ist pr; die i-te Projektion). Fir U € U gilt U N Z; # 0, also pr;[U] # 0, d. h.
0 & U;. Da pr,JUNV] C pr,[U] Npr,[V], ist U; nach unten gerichtet. Es ist leicht zu
sehen, dafl U; gegen Obermengen abgeschlossen und damit ein Filter ist. U; ist sogar
ein Primfilter: Sei Y C X;. Betrachte U :={f € Z| f(i) e Y} C Z. Es gilt pr;[U] =Y
und pr;[Z \ U] = X;\ Y, also, da U ein Primfilter ist, Y € U; oder X; \'Y € U;. Setze
nun Y; := N{F| F € U;}. Es ist jedes Y; hochstens einelementig, da X; ein To-Raum ist.
Es ist auch Y; nichtleer, da X; kompakt ist. Also ist jedes Y; C X, genau einelementig,
womit auch ein Element aus [];,c; X; gefunden ist.

Nun zeige ich, daB [];c; X; kompakt ist:
Sei F ein beliebiger Filter auf [[;c; X;. Es reicht zu zeigen: N{F|F € F} # 0. Geméi8

Voraussetzung existiert ein Primfilter & O F. Setze A; := N{pr,(F) | F € U}. Wie eben
zeigt man, dafl jedes A; einelementig ist. So erhilt man ein Element aus N{F | F € U},

also erst recht ein Element aus N{F | F € F}.
»(ix)=(x)* trivial

»(x)=(xi)* DaBl ACF gilt, ist trivial, es ist nur der Satz von Rado zu zeigen. Sei
also (A;);c; eine Familie endlicher, nichtleerer Mengen; jedes A; sei mit der diskreten
Topologie versehen. Fiir J CC I setze E; := {f € X =[[,c;4A;|3IK cCcI:J C K,
flJ = fxlJ}. Da [lic; Ai # 0, existiert fiir beliebige J CC I, i € I\ J und a; € A,
ein f € [[ie; A; mit f(i) = a; und f|J = f;. Damit folgt F; # () und pr,[E;] = A; fiir
v ¢ J,d. h. Ej; ist nichtleer und abgeschlossen in dem Produktraum [[;c; 4;. Es gilt
auch Ej; NEj; O Ejuy,, also hat {E;|J CC I} die endliche Durchschnittseigenschaft.
Damit folgt nach Voraussetzung: N;cc; E; # 0. Wéhle ein F € N;cc; E;. Dieses F
erfiillt nach Konstruktion die geforderten Eigenschaften.

»(x1)=(xi1)“ Sei G eine Familie abgeschlossener Mengen, die die endliche Durchschnitts-
eigenschaft hat. Es ist NG # () zu zeigen. Setze

I' = {F|FccSund UF DG fiir ein G € G} und
B = {UF|Fel).

Es existiert zu jedem = ¢ NG ein G € G mit x ¢ G. Damit existiert, da S eine Subbasis
ist, ein FF CC S mit G C UF und = ¢ UF. Somit folgt = ¢ NB, also insgesamt
NB C NG (es gilt sogar die Gleichheit). Es reicht also, wenn ich N B # ) zeige.

Sei ® = {F},...,F,} cCT. GemiB Voraussetzung gilt \{UF |F € ®} # 0. Aus dem
Distributivgesetz folgt N{UF | F € ®} = U{Niz1._.»Si|S1 € Fi,..., S, € F,}, womit
also zu jedem F' € ® eine Subbasismenge Sp € F existiert, so daB N{Sp|F € ®} # 0
gilt. Mittels ACF wéhle man nun simultan zu jedem ® CC I' eine Auswahlfunktion fg
von ® mit N{fe(F) | F € ®} # (. Sei f eine gemifl Rado gewéhlte globale Auswahlfunk-
tion auf I" und sei " = {f(F)|F € I'}. S’ hat die endliche Durchschnittseigenschaft:
Ist ndmlich ® CC I', so sei ® C ¥ CC I' geméafl Rado gewéhlt. Dann folgt

(WS(F)IFed}={fu(F)|Fed}#0.
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Aufgrund des Alexanderschen Subbasislemmas gilt nun S’ # (). Da aber f(F) C UF
fiir jedes F' € T' gilt, folgt nun auch N B # 0.

,»(xil)=(xiii)“ Sei S eine beliebige, nichtleere Menge und {0, 1} mit der diskreten To-
pologie versehen. Es ist zu zeigen, dafl [[,c4{0,1} kompakt ist. Die Menge A aller
[Tses As, wobei genau ein A, einelementig und alle anderen A,’s zweielementig sind, ist
eine Subbasis fiir die Menge der abgeschlossenen Mengen von [[,cq{0,1}. Ist A’ eine
Teilmenge von A, die die endliche Durchschnittseigenschaft hat, so hat N A’ offenbar
die Form [[,cq A’, wobei jedes A’ mindestens ein Element hat. Somit ist N.A" auch
nichtleer.

,(xiii)=(xiv)“ Sei S # () eine Menge und M ein bindres Mafl auf S. Betrachte fir jedes
s € S den zweipunktigen diskreten Raum {0, 1} und setze X = [[,c5{0,1} = {0,1}°.
Fir I cC Ssei By = {f € X|f|I € M}. Es folgt E;, N Ey, 2 Epup, fiir beliebige
I, I, CC S, und es ist jedes E; nichtleer, da M bindres Mafl ist. Weiterhin ist jedes
Er in X abgeschlossen, denn es gilt pr;[£;] = {0,1} fiir jedes j ¢ I. Damit hat
E ={FE;|I cc S} die endliche Durchschnittseigenschaft. Aufgrund der Kompaktheit
von X existiert ein f € NE. Da jedes f|I in Ey liegt, ist f nun das gesuchte konsistente
MaS.

»(xiv)=(xv)* Sei ¥ eine widerspruchsfreie Menge von Sétzen.

Behauptung: Es existiert eine maximal widerspruchsfreie Menge >* O ¥ von Sétzen

mit £(2*) = £(2).

Beweis: Sei S die Menge aller Sétze iiber £(X). Fir E CC S existiert eine wider-
spruchsfreie Theorie T' von Sétzen, in der jedes ¢ € E entscheidbar ist sowie aus der
alle Sétze ¢ € ¥ N E herleitbar sind (das zeigt man leicht mit vollsténdiger Induktion
iber |X N EJ). Also kann ein Maf§ M iiber S wie folgt definiert werden:

t € M :<=> es existiert eine widerspruchsfreie Theorie 7" mit 7' F Vb(t) N X, so daf3 fur
alle ¢ € Vb(t) gilt: t(¢) =1 TF ¢ und t(¢) =0 T F —¢.

Sei f die gemifl Voraussetzung existierende konsistente Funktion und %* := f~![{1}].
Es gilt ¥* O ¥, aulerdem ist ¥* widerspruchsfrei. Annahme: f(¢) = f(—¢) = 0 fiir ein
¢. Dann folgt f[{¢,~¢} € M, d. h. es existiert eine widerspruchsfreie Theorie T mit
T+H—¢, THF -—¢. Da dies offensichtlich nicht geht, mufl ¥* maximal widerspruchsfrei
sein.

Wie man nun aus einer widerspruchsfreien Theorie 3 ein Modell dieser Theorie konstru-
iert, mochte ich hier nur grob skizzieren; fiir einen ausfiihrlichen Beweis schlage man
bitte in der Standardliteratur, z. B. [Shoe67], nach. Zu einer Theorie ¥ kann man die
sogenannte kanonische Struktur wie folgt definieren: Man nimmt o. B. d. A. an, daf}
>’ mindestens ein Konstantensymbol enthélt, und bildet zunéchst die Menge T aller
variablenfreien Terme iiber £(X). Auf T wird mittels t; ~ ¢, ;= X F t; = t, eine
Aquivalenzrelation ~ definiert. Man kann zeigen, dal ~ sogar eine Kongruenzrelation
ist, und faktorisiert 7" nach ~ durch. Die Faktorstruktur 7'/~ ist die kanonische Struk-
tur von . Dieses ist auch das Vorgehen bei der Konstruktion freier Algebren, und
man konnte vermuten, dafl 7'/~ bereits ein Modell von ¥ ist. Doch es kann aus X
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herleitbare Sétze der Form Jx¢p(z) geben, fiir die es keinen variablenfreien Term ¢ mit
Yk ¢(9t“) gibt, die also in der kanonischen Struktur nicht giiltig sind. Widerspruchs-
freie Theorien, bei denen dieses nicht passiert, also bei denen es fiir jeden herleitbaren
Satz der Form Jx¢(z) einen Term ¢ mit ¥ qb(f) gibt, heilen Henkintheorien. Fiir
eine vollstindige Henkintheorie ist ihre kanonische Struktur dann tatséchlich ein Mo-
dell von ihr. Es ist also fiir X eine vollstindige Henkintheorie I' O ¥ gesucht. Um
eine derartige Henkintheorie zu konstruieren, verschafft man sich auf induktive Art und
Weise ,,geniigend“ viele Konstantensymbole, sogenannte spezielle Konstantensymbole
der Ordnung n. Seien dazu nun alle speziellen Konstantensymbole der Ordnung < n
bereits definiert, und sei Jz¢(x) ein Satz, der aus derartigen Konstantensymbolen und
Zeichen aus L(X) gebildet ist. Gilt n > 0, so enthalte ¢ weiterhin mindestens ein
speziellen Konstantensymbol der Ordnung n — 1. Dann sei c3,4(,) €in neues spezielles
Konstantensymbol der Ordnung n. Man erweitert nun die Sprache £(X) um alle neuen
speziellen Konstantensymbole. Ist nun Jx¢(x) ein Satz in dieser Sprache, so gehort ein
eindeutig bestimmtes neues spezielles Konstantensymbol c3,4(,) auch zu dieser Sprache.
Jetzt erweitert man die Theorie ¥ zur Theorie ¥/, in dem man X alle Siatze der Form
drp(r) = ¢(03£ @) ) hinzufiigt. Man kann zeigen, dafl ¥’ widerspruchsfrei ist, und es

ist ¥’ offensichtlich eine Henkintheorie. Sei nun I" O ¥/ eine maximal widerspruchsfreie
Menge von Satzen. Wegen L(I') = £(X,) ist auch I' eine Henkintheorie. Die kanonische
Struktur von I' ist das gesuchte Modell von ¥ C T'.

,(xv)=(xvi)“ Da die Riickrichtung der Aquivalenz immer in ZF gilt, ist nur noch die
andere Richtung zu zeigen. Es gelte also T' = ¢. D. h. aber, dal T'U {—¢} kein Modell
besitzt, womit T'U {—¢} nach Voraussetzung syntaktisch widerspriichlich ist. Das ist
gleichbedeutend mit 7' ¢.

»(xvi)=(xvii)“ Sei T" eine Theorie, bei der jede endliche Teilmenge ein Modell besitzt.
Dann ist jede endliche Teilmenge und damit auch ganz T' syntaktisch widerspruchsfrei,
d. h. T ¢ A —¢p. Gema Voraussetzung gilt auch T = ¢ A —¢ ,d. h. es existiert ein
Modell M von T'U {—¢ V ¢}, also insbesondere von T'.

»(xvil)=(1)“ Zuerst wird folgende Behauptung bewiesen:

Seien n € IN, D ein distributiver Verband, I ein Ideal in D, F' ein Filter in D mit
INF =0 und ay,by,as,bs,...,a,,b, € D. Dann existiert ein Ideal I’ D I mit I'NF = (),
fir das Vi < n(a; Ab; € I' = (a; € I') V (b; € I")) gilt.

Beweis mit vollstdndiger Induktion iiber n:

n = 1: Sei o. B. d. A. a; Aby € I (sonst ist man mit I’ = [ fertig). Annahme: Es
existieren f,g € I mit a, vV f € F', by Vg € F. Dann setzt man h = fV g € I und erhélt
ayVhe F,byVhe F,also (a;Aby))Vh= (a1 Vh)A (b Vh) € F t. Also gilt o. B. d. A.
l{arvilie I}NF=0,d. h. | {a;Vi|ie I} ist das gesuchte Ideal.

n = n+ 1: Es seien ay,b1,...,a,:1, 0,41 gegeben. Aufgrund der Induktionsvorausset-
zung existiert ein I’ O I, fir das Vi < n(a; Ab;, € I' = (a; € I') V (b; € I')) gilt.
Falls a,41 A b,y1 € I', so ist man fertig. Andernfalls wihle man wie beim Indukti-
onsbeginn ein Ideal I” D I' mit I" N F = (), das a,; oder b,,; enthilt. Fiir I” und
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ai, by, ..., a,,b, wihle man erneut nach Induktionsvoraussetzung ein Ideal I D I"”, so
daB Vi <n(a; Ab; € I" = (a; € I") V (b; € I")) gilt. Dieses Ideal ist das gesuchte.

Nun betrachte man die Sprache £, die aus den bindren Operationssymbolen V, A, den
einstelligen Priadikatensymbolen I, F' und den Konstantensymbolen (¢,).ep besteht. Sei
Th eine Theorie, die die folgenden Sétze enthilt:

(i) alle Gleichungen mit Konstanten c,,a € D, die in D gelten,
(ii) einen Satz, der besagt, dafl I ein Ideal und F' ein zu I disjunkter Filter ist,

(iii) und alle Sétze der Form I(c,) fiir ein a € I sowie alle Sdtze der Form F'(c,) fiir
ein a € F.

Nun definiert man die Theorien Prim = {I(c, A ¢) = I(c,) V I(cp)|a,b € D} und
Th' := ThU Prim. Gilt nun £ CC Prim, so besitzt Th U E nach obiger Behauptung
ein Modell. Aufgrund des Kompaktheitssatzes besitzt damit sogar T'h’ ein Modell M =
(M,V,N\, I, F,(ci)aecp). Mit M |= Prim sieht man leicht, dafl P := {a € D| M = I(c,)}
das gesuchte Primideal ist (da F' nach Voraussetzung nichtleer ist, kann nicht P = D
gelten). O



Kapitel 3

Die L-Hierarchie

In diesem Kapitel gehe ich von einer Theorie SP aus, die unter anderem sadmtliche
Axiome von ZF beinhaltet und in der ein einstelliges Pradikatensymbol S und ein Kon-
stantensymbol b gegeben ist. Die Theorie SP wird vollstédndig in Kapitel 4 eingefiihrt,
ich brauche hier nur, dafl in SP die Aussage b C P(w) gilt, und dal die durch S beschrie-
bene Klasse (d. h. die Klasse aller Mengen, fiir die in SP S(z) herleitbar ist) transitiv
ist. Die Aussage S(x) schreibe ich auch als ,,x ist eine Standardmenge“. Ich m&chte nun
eine Prozedur angeben, mit der man iterativ Mengen aus b und aus den Standardmen-
gen konstruieren kann, wobei diese Iteration iiber die Ordinalzahlen durchgefiihrt wird.
Wenn man mit L, die Menge aller Mengen, die vor dem a-ten Schritt definiert worden
sind, bezeichnet, so wird also eine Hierarchie L,, o € On aufgebaut. Ich méchte erst
kurz metasprachlich erwéhnen, wie dieser Aufbau vonstatten geht.

Der Anfangs— und der Limesschritt der Iteration werden wie iiblich gehandhabt, d. h.:
Lo=0,L,= Ug<a Lg, sofern « eine Limesordinalzahl ist.

Ist nun « gegeben, so soll L, folgende Mengen enthalten:

(i) {z|x € Lo N ¢(x, 21,29, ...2,)}, wobel xy, ...z, Elemente aus L, sind und sdmt-
liche Quantoren in ¢ auf L, eingeschréankt sind,

(ii) die Standardmengen mit Rang < «a,
(iii) die Elemente von b, sofern o > w gilt, und

(iv) b selber, sofern a > w gilt.

Es wird weiterhin L = Upecon La gesetzt. Wie man an Schritt (i) erkennt, wird bei dieser
Konstruktion unter anderem iiber bestimmte Mengen von Formeln quantisiert. Um die
Konstruktion also formal présize durchfithren zu konnen, mufl man dieses Quantisieren
iiber Formeln innerhalb von SP erméglichen. Um das zu tun, fithrt man eine innerhalb
von SP beschriebene Sprache £ ein. Diese Vorgehensweise, in der man in einer Theorie
selber wieder eine Sprache angibt, um formal prézise und nicht nur metasprachlich

35
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iiber gewisse Dinge ,reden“ zu koénnen, geht auf Godel zuriick und wird héufig auch
als Godelisierung von Formeln bezeichnet. Sie ist inzwischen ein fester Bestandteil der
Mengenlehre. Zunichst werden, dhnlich wie bei einem metasprachlichen Aufbau einer
formalen Sprache, die Zeichen von L eingefiihrt. Da der Aufbau von £ aber in SP
geschieht, sind die Zeichen von £ keine metaspachlichen Symbole, sondern bestimmte
Mengen. Um dieses Kapitel trotzdem lesbar zu halten, ersetze ich diese Mengen dann
im nachhinein durch Symbole.

Definition 3.1 Die Zeichen der Sprache £ sind:

Statt

(i
(ii

) (0,0

)
(i)

)

)

, 0) schreibe ich = und nenne es Negation.

(
,1). Statt (
(

\]

Statt 2) schreibe ich auch = und nenne es Identitdt.

Y

)93

Y

o o o O

0
0
0
0
(

)- )
). , 1) schreibe ich auch V und nenne es Disjunktion.
)- )
). Statt (0, 3)

(iv ,3) schreibe ich auch € und nenne es Elementbeziehung.

(v) (1, ) fiir jedes @ € On. Statt (1,«) schreibe ich auch 3, und nenne es einge-
chrinkten Existenzquantor fir o € On.

(vi) (2,«) fiir jedes a € On. Statt (2, «) schreibe ich auch ¢, und nenne es einge-
schrdankten Aussonderungsoperator fir o € On.

(vii) (3,9) fiir jedes i € w. Statt schreibe ich auch z; und nenne es Variable (firi € w).

(viii) (4,s) fiir jede Standardmenge s. Statt (4,s) schreibe ich auch s und nenne es
Konstantensymbol fiir die Standardmenge s.

(ix) (b,4) fiir jedes i € w. Statt (5,4) schreibe ich auch a; und nenne es Konstanten-
symbol (firi € w).

(x) (0,4). Statt (0,4) schreibe ich auch b und nenne es Konstantensymbol fiir b.

Man beachte, dafl die Aussage ,,x ist ein Zeichen von L£“ eine Aussage innerhalb von SP
ist, also durch eine Formel angegeben werden kann. Diese Formel konnte z. B. wie folgt
lauten:

x=(0,00Vex=(0,1)Vz=(0,2)Ve=(0,3) Ve =(0,4)
V(da €On)(z=(1,a))V(Za € On)(z = (2,a)) VIs(S(s) ANz = (4,s))
V(T ew)(z=(3,7) V(T €w)(x=(51))

Hingegen macht es keinen Sinn, £ als normale metasprachliche Sprache aufzufassen,
da es nicht moglich ist, alle Zeichen 3,, {, oder s ,wirklich® aufzuschreiben. Die
Konstruktion von £ ist also eine rein mengentheoretische und keine metasprachliche
Konstruktion.

Die naive Bedeutung der Symbole 3, und {, werde ich spéter noch erldutern. Die
Konstantensymbole a; werden immer Namen fiir die Elemente von b sein. Das ist
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aber nicht so zu verstehen, dafl ich in meinem Modell von ZF bestimmte Elemente
von b schon mit a;, ¢ € w, bezeichnet habe, sondern nur so, dafl ich in der Sprache
L die Moglichkeit habe, einigen Elementen von b Namen zu geben. Auch dieses wird
spater noch ausfiihrlicher erldutert werden. Man beachte, dafl entgegen den {iiblichen
Konventionen die Menge b und die Elemente a; von b nicht durch sich selbst, sondern
durch einfachere Paare kodiert werden. Der Grund liegt in dem spéteren Beweis, dafl
SP konsistent ist. Dabei wird, grob gesprochen, ein Modell von SP ausgehend von einem
y,normalen“ Modell von ZF konstruiert, in dem ich die exotische Menge b noch nicht
zur Verfiigung habe. Die Elemente von S, die Standardmengen, werden dann gerade
die Elemente des ,normalen“ Modells, das auch als Grundmodell bezeichnet wird, sein.
Die ideelle Menge b, die kein Element des Grundmodells sein wird, wird sozusagen zu
diesem Grundmodell adjungiert. Prinzipiell ist das ein &hnlicher Vorgang wie z. B. die
Adjunktion eines (ideellen) Elementes x zum Koérper @, so dal dann der Polynomring
Q[x] entsteht. Bei einer derartigen Adjunktion werden Terme aus den Elementen des
Ringes und dem Symbol z aufgebaut. Die Entsprechung zu den formalen Termen bei
dieser Adjunktion ist hier die formale Sprache £. Da der Aufbau der L,,« € On, nun
auch in dem Grundmodell von ZF beschreibbar sein muf}, in dem die Menge b noch nicht
zur Verfligung steht, wird b in der Sprache £ durch die einfache Menge (0,4) kodiert.
Es ist damit die Sprache £ in ZF beschreibbar, so dafl ich in ZF fiir jedes Element des
groBeren Modelles einen Namen habe.

Definition 3.2 Bestimmte endliche Folgen von Zeichen der Sprache £ mochte ich nun
mit Term, Aussonderungsterm oder Formel bezeichnen. Dabei sind die Aussagen ,,x
ist ein Term“, ,x ist ein Aussonderungsterm* und ,x ist eine Formel“ genau wie die
Aussage ,,x ist ein Zeichen von L£“ keine metasprachlichen Aussagen, sondern Aussagen
innerhalb von SP. Diese Definitionen werden simultan und gleichzeitig mit einer Funk-
tion A, die auf den Termen, den Variablen x; und den Formeln definiert wird, induktiv
durchgefiihrt:

(i) w ist ein Term genau dann, wenn u eines der Konstantensymbole s (bzw., um
es ganz préizise auszudriicken, die eingliedrige Folge {(0,s)}), eines der a; fiir ein
1 € w, b oder ein Aussonderungsterm ist. Man beachte, dafl die Variablen z; nicht
als Terme definiert werden! Die hier definierten Terme werden andernorts auch
konstante Terme oder, noch passender, Namen genannt.

(ii) A(s) = p(s) siehe Definition 1.5 (x), A(a;) =w, A(b) =w + 1, A(z;) = 0.

(iii) Seien ¢ und @ Formeln. Dann sind auch —¢ , ¢ V ¢ und J,x;¢(x;) Formeln.
Formal gesehen ist —¢ die Folge, die durch Hintereinanderfiigen der Folgen — und
¢ entsteht, ¢ V 1 ist die Folge, die durch Hintereinanderfiigen von V, ¢ und ¢
entsteht, und 3,x;0(x;) ist die Folge, die durch Hintereinanderfiigen von 3,, x;
und ¢ entsteht. Man beachte, dafl durch die Wahl der Reihenfolge bei ¢ V
die Formeln trotz des Verzichtes auf Klammern immer noch eindeutig lesbar sind

(dieses wiére nicht der Fall, wenn ¢ V ¢ durch Hintereinanderfiigen von ¢, V und
¢ entstehen wiirde). Es wird nun A(=¢) = A(¢) , AM(¢ V ¢) = max{A(¢), A\(¢)}
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und A\(Jaxi0(x;)) = max{a, \(¢)} gesetzt. J,x;¢(x;) wird dabei intuitiv als ,es
existiert ein z; in L, mit ¢(z;)“ interpretiert.

(iv) Seien w und v Terme oder Variablen. Dann sind v € v und v = v Formeln, und
es wird A(u € v) = AMu = v) = max{A(u), \(v)} + 1 gesetzt. Hier ist es egal, wie
man u € v bzw. u = v formal definiert, die eindeutige Lesbarkeit von Formeln ist
auf jeden Fall gewéhrleistet.

(v) Sei ¢(x;) eine Formel mit der einzigen freien Variablen z; und mit A\(¢) < a.
Dann wird $,z;¢(z;) Aussonderungsterm genannt, und es wird A(Qoz;0(x;)) = «
gesetzt. $ozip(x;) soll intuitiv ,die Menge aller x; in L, mit ¢(z;)“ bedeuten.

Diese Definition ist formal gesehen eine Definition mittels Induktion iiber den Aufbau
der Ausdriicke. Wenn man also fiir eine endliche Folge ¢ von Zeichen aus £ entscheiden
will, ob sie ein Term oder eine Formel ist, so steht dieses bereits fiir jede endliche echte
Teilfolge von ¢ fest, ebenso wie auf den Teilformeln oder Teiltermen von ¢ bereits die
Funktion A definiert ist. Man stellt weiterhin fest, dafl A(¢) fiir eine Formel ¢ die kleinste
Ordinalzahl o ist, so dal a > 3 fiir jede Ordinalzahl 3, fiir die ein Existenzquantor 33 in
¢ auftritt, gilt, und die a > A(u) fiir jeden in ¢ auftretenden Term w erfiillt. Schlieflich
wird, wie allgemein {iiblich, ¢ A1) als Abkiirzung fiir =(—¢V —1)) angesehen; ¢ =—> 1 und
¢ <= 1 werden ahnlich behandelt. Auch die Klammern dienen nur der Verbesserung
der Lesbarkeit und sind kein Bestandteil der Sprache £. Weiterhin sei nun V,z;¢(z;)
eine Abkiirzung fir —3,2;—¢(x;). Man sieht leicht, daBl A(V,x;¢(x;)) = max{a, A(¢)}
und A6 A ) = A6 = 1) = A6 = 1) = max{A(6), A(¥)} git.

Definition 3.3 Formeln ohne freie Variablen werden Sétze genannt. Die Klasse (sie
ist auch eine echte Klasse, sofern S eine echte Klasse ist) aller Formeln aus £ wird mit
FL, die Klasse aller Terme aus £ wird mit TL bezeichnet. Ein Ausdruck aus £ ist
eine Variable, ein Term oder eine Formel. Ein Ausdruck ohne freie Variablen ist ein
geschlossener Ausdruck. Fiir einen Ausdruck ¢ ist occ(¢) C w die Menge aller Indizes i,
fiir die das Konstantensymbol a; in ¢ auftritt. Ist s eine Abbildung auf einer endlichen
Teilmenge von w nach w mit Vb(s) D occ(¢), so wird s als Substitutionsabbildung fiir ¢
bezeichnet. Dann ist sub(¢, s) der Ausdruck, der entsteht, indem man in ¢ jedes Vor-
kommen eines a; durch a,; ersetzt.

Ich werde im folgenden fiir die Ausdriicke der Sprache L kleine griechische Buchstaben
wie ¢ und 1) sowie kleine lateinische Buchstaben wie v und v benutzen. Dabei wer-
den die griechischen Buchstaben normalerweise Elemente aus FL und die lateinischen
Buchstaben immer Elemente aus TL bezeichnen. Nur in einigen wenigen Féllen, so
zum Beispiel in der néchsten Definition, werden die griechischen Buchstaben fiir alle
Ausdriicke, sowohl Terme als auch Formeln stehen. Formeln und Sétze der Theorie
von ZF dagegen werden im folgenden durch grofie griechische Buchstaben wie ® und ¥
bezeichnet. Man beachte, dal nun einige Symbole eine doppelte Bedeutung haben, je
nachdem, in welcher Sprache sie benutzt werden. So steht € sowohl fiir die normale Ele-
mentbeziehung von ZF als auch fiir das Paar (0, 3) in der Sprache £. Welche Bedeutung
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eines Symboles gerade zum Tragen kommt, sollte allerdings immer aus dem jeweiligen
Kontext klar werden. Schlieflich werde ich Aussagen wie ,sei ¢ die Formel v = v* nicht
durch die zwar korrekte, aber verwirrende Schreibweise ,sei ¢ = u = v ¢ (wobei das
linke Gleichheitszeichen die Identitéit in ZF und das rechte Gleichheitszeichen das Paar
(0,2) ist) notieren, sondern zum Vergleich von Formeln hiufig das Zeichen = benutzen.
Die obige Aussage werde ich also als ,,sei ¢ = u = v* aufschreiben.

Definition 3.4 Ich habe bereits angedeutet, dafl die Terme Namen von Mengen sein
sollen, d. h. ich mochte fiir jeden Term u eine durch u bezeichnete Menge = bestimmen.
In u werden aber im allgemeinen diverse a;’s auftreten, von denen man nicht weif3, fiir
welche Elemente aus b sie stehen. Aus diesem Grunde werden Funktionen f eingefiihrt,
deren Vorbereich endliche Teilmengen von w sind und deren Werte in b liegen. Derartige
Funktionen werden Belegungen genannt. Ist fiir einen Ausdruck ¢ und eine Belegung
f dann occ(¢) C Vb(f) erfiillt, so ist f eine hinreichende Belegung fiir ¢. In diesem
Fall kann man sozusagen ¢ auswerten, in dem man die in ¢ auftretenden a;’s als f(7)
interpretiert. Um diesen Ansatz zu prézisieren, wird eine Funktion den(¢, f) auf allen
geschlossenen Ausdriicken und ihren hinreichenden Belegungen definiert. Es reicht leider
nicht, den(u, f) nur auf den Termen und den dazugehorigen Belegungen definieren zu
wollen, da in den Aussonderungstermen ja Formeln auftauchen, die auch ausgewertet
werden miissen. Fiir eine Formel ¢ soll allerdings den(¢, f) natiirlich keine Menge,
sondern einen Wahrheitswert, d. h. ,wahr* oder ,falsch“, ergeben. Dabei wird 0 fiir
nfalsch“ und 1 fiir ,wahr“ gewéhlt.

Uber den Aufbau der geschlossenen Ausdriicke ¢ wird nun den(¢, f) definiert.

(i) den(s, f) = s
(ii) den(ai, f) = f(i)

(iii) den(b, f) = b (dabei ist das das linke b das Paar (0,4) und das rechte b eine
Teilmenge von P(w))

(iv) Seien u und v Terme. Dann sei
den(u € v, f) =1 falls den(u, f) € den(v, f) gilt

=0 sonst
den(u =wv, f) =1 falls den(u, f) = den(v, f) gilt
= 0 sonst

(v) den(—¢, f) =1 —den(¢, f) , den(¢V ¢, f) = max{den(¢, f),den(¢), f)}

(vi) den(damip(x;),f) =1 falls es einen Term v mit A\(v) < « und eine hinrei-
chende Belegung g fiir ¢(v) gibt mit glocc(¢p(x;)) =
flocc(o(x;)) und den(p(v), g) = 1 (wobei ¢(v) die For-
mel ist, die man aus ¢(z;) erhilt, indem man alle freien
Vorkommen von x; durch v ersetzt)

=0 sonst
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(vii) den({axid(xi), f) = {den(v,g) | A(v) < a A g ist eine hinreichende Belegung fiir
¢(v) A gloce(gp(z:)) = floce(¢(x:)) A den(o(v), g) = 1}

Diese Definition von den ist nicht einfach {iber Induktion iiber den Aufbau von ge-
schlossenen Ausdriicken gefiihrt, wie man bei 3, und {, erkennen kann. Um z. B.
den(Ooxio(x;), f) bestimmen zu kénnen, mufl man bereits den(, g) fiir jeden geschlos-
senen Ausdruck ¢ mit A(¢) < a und jede Belegung g mit glocc(v)) = flocc(o(x;))
kennen. Also ist die Definition so zu verstehen, dafl zuerst eine Induktion iiber A(v))
durchgefiithrt wird und erst dann eine Induktion iiber den Aufbau der Ausdriicke. Des-
weiteren wird die Definition simultan fiir alle Belegungen f gleichzeitig durchgefiihrt.
Wenn ich also im folgenden von einer ,, Induktion iiber den Aufbau von den* spreche,
so ist das im eben erklérten Sinn zu verstehen.

Definition 3.5 L, kann man nun in ZF syntaktisch exakt wie folgt definieren:

L, :={den(u, f)|u e TLAXu) < aA f ist eine hinreichende Belegung fiir u}

Sei nun ¢(x;) eine Formel aus £ und f eine hinreichende Belegung fiir ¢. Dann wird
durch den({axi0(x;), f) offensichtlich eine bestimmte (von ¢ und f abhéngige) Teil-
menge aus L, ausgesondert (ich hoffe, da damit auch meine Ubersetzung ,, Aussonde-
rungsterm“ des englischen Originalworts ,abstraction term“ gerechtfertigt erscheint).
Ist nun = = den(v, g) ein Element von L, und gilt glocc(¢p(z;)) = flocc(p(x;)), so kann
man offensichtlich einfach entscheiden, ob x ein Element von den({,z;¢(x;), f) ist. Die-
ses ist genau dann der Fall, wenn ¢(v) giiltig ist (d. h. es gilt den(¢(v), h) = 1, wobei h
die Belegung ist mit h(i) = f(7) fiir jedes i € occ(¢(x;)) und h(i) = g(i) sonst). Ist nun
aber x = den(v, g) ein Element aus L, mit glocc(¢p(z;)) # flocc(p(x;)), so ist aus der
Definition der Menge den(<{,x;¢(x;), f) nicht ersichtlich, ob = zu dieser Menge gehort
oder nicht. Es zeigt sich aber, dal man die in v auftretenden a;’s ersetzen kann, um
einen neuen Term v’ und eine neue Belegung ¢’ zu erhalten, die den(v’, ¢’) = den(v, g)
und ¢'|occ(p(x;)) = flocc(p(x;)) erfiillen. Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Ko-
rollar 3.9. Somit kann man nun auch entscheiden, ob x zu den({.z;¢(x;), f) gehort.
Analog kann man natiirlich auch bei den(3,x;¢(z;), f) vorgehen. Insgesamt gesehen
verursachen die verschiedenen Belegungen an dieser Stelle keine prinzipiellen Probleme.

Mit der Definition von L, zeigt sich weiterhin, dafl A(u) = « fiir einen Term u € TL
bedeutet, daBl u ein Element aus L,;; bezeichnet. Fiir eine Formel ¢ € FL bedeutet
AM¢) = «, daB sich ¢ nur auf Elemente von L, bezieht. SchlieBllich erkennt man,
daf} sich der Aufbau der L, zumindest bei den ersten w Schritten nicht von der von
Neumannschen Hierarchie unterscheidet, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.6 Es gilt p(den(u,g)) < A u) fir jeden Term u mit A\(u) < w und jede
Belegung g. Andererseits existiert fiir jedes w € R, ein Term u und eine Belequng g
mit w = den(u, g) und \(u) < p(w). Damit gilt insbesondere L, = R, fiir jedes a € w.

Beweis: Da im Lemma nur Terme u mit A(u) < w betrachtet werden, gibt es in diesen
Termen keine Vorkommen eines a; oder b. Damit ist fiir jeden hier auftretenden Term
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bereits f = () eine hinreichende Belegung und ich werde mich im Beweis auch auf f
beschrénken.

Die erste Aussage beweist man ,straightforward“ mittels vollstédndiger Induktion iiber
Au):

A(u) = 0: Dieses ist nur moglich fiir v = () (ich setzte hier die leere Menge mit ih-
rem Konstantensymbol gleich) oder fiir u = $gz¢(x). In beiden Féllen ergibt sich
den(u, f) = 0, also p(den(u, f)) = 0.

AMu) =i+ 1: Im Fall u = s fiir ein Konstantensymbol s ist die Aussage klar. Sei also
u = {$ip1x¢(z). Dann gilt

den(u, f) = {den(v, f)| A(v) <i A den(6(v), f) = 1}
C {den(v, f) | p(den(v, f)) < i A den(6(v), f) = 1}
C Ry

Also gilt p(den(u, f)) <i+ 1= A(u).

Die zweite Aussage des Satzes wird mit Induktion iiber p(w) bewiesen:

p(w) = 0: Dann ist w = (. Man setze u = $oz(x = x).

p(w) =i+ 1: Sel w = {wy,...,w,}. Dann folgt p(w;) <i,...,p(w,) < i, womit nach
Induktionsvoraussetzung Terme uy, ..., u, existieren mit A(u1) < 4,..., A(u,) < i und
wy = den(uy, f),...,w, =den(uy,, f). Setze v := $pz(r =u V...V = u,). uerfiillt
offensichtlich die geforderten Eigenschaften.

Die letzte Aussage des Lemmas, L, = R, fiir jedes a@ < w folgt jetzt unmittelbar aus
der Definition der L,,. O

Wie ich bereits erwihnte, wird spéter in dieser Arbeit die Konsistenz der Theorie SP
(die ich im néachsten Kapitel einfithre) dadurch bewiesen, dafl ein Standardmodell von
ZF zu einem grofleren Modell von SP erweitert wird, indem man die Menge b adjungiert.
In dem groBlen Modell findet man dann das alte Modell als die Klasse S der Standard-
mengen wieder. Mit diesem Hintergrund scheint es einfach zu sein, zu jeder Menge x mit
p(z) < w einen Namen zu finden: Man wéhlt einfach x. Doch dafl diese Vorgehensweise
legitim ist, ist an dieser Stelle aus mehreren Griinden iiberhaupt nicht klar. Stattdes-
sen wird der Beweis des Lemmas nicht in ZF, wo die eben dargestellte Argumentation
stattfinden wiirde, gefiihrt, sondern in SP. Man braucht auch die Giiltigkeit des Lem-
mas in SP, und das Lemma wird auch vor dem Konsistenzbeweis von SP bendétigt, so
z. B. in Lemma 3.11. Ich kann nicht erwarten, dafl der Leser hier schon alles nach-
vollziehen kann, was ich darzustellen versuche, aber diese Ausfithrungen werden spéter
in dieser Arbeit noch klarer werden. Die Autoren Halpern und Lévy haben es aber
leider versdumt, die in dem Lemma aufgefithrten Aussagen in ihrer Arbeit [HalLé71] zu
erwiahnen, obwohl sie sie meines Erachtens bendétigten und benutzten. Ich denke also,
dafl es sich hier um eine der wenigen kleinen Liicken in ihrer hervorragenden Arbeit
handelt.

Nun ist es an der Zeit, einige Lemmata zu beweisen, deren Aussagen nicht iiberraschen,
aber fiir das Arbeiten mit den oben definierten Begriffen notwendig sind.
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Lemma 3.7 Sei ¢ ein geschlossener Ausdruck und seien f,g hinreichende Belegungen
fiir @ mit floce(¢p) = gloce(p). Dann folgt den(¢, f) = den(¢, g).

Beweis: ,straightforward“ mittels Induktion {iber den Aufbau von den. O

Das néchste Lemma ist zwar intuitiv einsichtig, leider entpuppt sich der Beweis aber
als recht technisch . ..

Lemma 3.8 Seien ¢ ein geschlossener Ausdruck und s eine Substitutionsabbildung fiir
¢. Dann folgt
den(¢, f o s) = den(sub(¢,s), f)

fiir jede fiir sub(¢, s) hinreichende Belegung f, also insbesondere fiir jede Belequng f
mit Vb(f) 2 Nb(s).

Beweis: Der Beweis wird mittels Induktion iiber den Aufbau von den gefiihrt. Ich
nehme an, daf fiir eine feste Ordinalzahl o die Aussage des Lemmas bereits fiir alle
geschlossenen Ausdriicke 1 mit A(¢) < a bewiesen ist. Nun wird die Aussage fiir alle
geschlossenen Ausdriicke ¢ mit A(¢) = a mittels Induktion iiber den formalen Aufbau
der Ausdriicke gefithrt. An keiner Stelle des Beweises geht die Einschréinkung ein, dafl
bei Aussonderungstermen <.x;%(x;) die Bedingung A(¢(z;)) < « gelten mufl. Dafl
diese Einschrinkung nirgendwo benutzt wird, werde ich an einer Stelle des Beweises
bendtigen.

(i) ¢ =t fiir ein Konstantensymbol t. Dann folgt:

den(t, f o s) =t = den(t, f) = den(sub(t, s), f) .
(ii) ¢ = a; (dieser Schritt ist nur bei o« = w notig). Es folgt:
den(a;, fos) = (fos)(i) = f(s(i)) = den(asq), f) = den(sub(a;, 5), f) .
(iii) ¢ = b (dieser Schritt ist nur bei & = w + 1 nétig). Es folgt:

den(b, f o s) = b = den(sub(b, s), f).

(iv) ¢ = Oarp(z). Dieses ist der schwierigste Fall. Seien

P = den(¢, fos)
= {den(v,h) | AM(v) < @ A Vb(h) D occ(?)(v))
A hlocc(p(z)) = (f o s)|occ(v(x)) A den(vp(v),h) =1}

und

@ = den(sub(¢,s), f)
= {den(v',h) | A(v') < aAVb(h') D occ(:i/(v'))

A Wloce(y'(x)) = floce(y'(x)) A den(y'(v'), h) = 1}
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mit ¢'(z) = sub(y(z), s).

Es ist also P = @) zu zeigen.

(i) ,P C Q“ Sei also w = den(v,h) € P, es ist w € Q) zu zeigen. Sei ¢ eine
Substitutionsabbildung fiir ¢ (v), so dafl ¢ mit s auf occ(¢(z)) tibereinstimmt

und t|(occ(v) \ occ(?)(x))) eine bijektive Abbildung auf eine Menge d C w mit
d N sfocc(y(x))] = 0 ist. Damit sieht ¢ so aus:

t=s

occ(y(z))
oce(v) \ oce(y(x))

sloce(y(z))]
d

Vb(t) Nb(t)

Sei nun A’ eine Belegung, die mit f auf tjocc(i(z))] = s[occ(¢(x))] ibereinstimmt

und die
W' ot|(occ(v) \ occ(y(z))) = hl(occ(v) \ occ(y(x))) (3.1)

erfiillt. Daf} es ein derartiges h’ geben muf, kann man leicht an der Skizze er-
kennen. Da weiterhin s und ¢ auf occ(¢(x)) und auch A’ und f auf tlocc(y(z))]
iibereinstimmen, folgt nun

h' o tlocc(v(x)) = f o slocc(vp(x)) = hlocc(i(x)) . (3.2)

Geméf (3.1) und (3.2) stimmen also A’ ot und h auf ganz occ(1(v)) iiberein, und
da den(y(v), h) =1 gilt, erhélt man nun

den(y)(v),h ot) =1. (3.3)

Nun wird v’ := sub(v, t) gesetzt. Da s und ¢ auf occ(i(z)) iibereinstimmen, folgt
sub(¥(x),t) = sub(¢(x),s) = ¥'(z) und damit auch sub(¢(v),t) = '(v'). Ich
mochte nun zeigen, dafl v" und A’ die Vorraussetzungen von @ erfiillen.

Offensichtlich gilt A\(v') = A(v) < a.. Es gilt auch

(¥ ()] U tloce(v) \ oce((x))]
(¥ (x)) U oce(v)]
= tloce((v))]
= occ(y'(v)) -
Da occ(¢'(x)) = s[occ(¥(x))] gilt, folgt weiterhin h'|occ(¥'(x)) = flocc(¥'(x)).
Schliefllich erhélt man geméf Induktionsvoraussetzung aus (3.3) auch die letzte

Bedingung den(¢’(v'), ') = 1. Mit (3.1) und (3.2) sowie Lemma 3.7 erhélt man
jetzt

Vb(h') tlocc

= tfocc

w = den(v, h) = den(v, h' o t) = den(sub(v, t), k') = den(v', k') € Q .

(ii) ,Q C P“ Sei w = den(v', h') € Q, es ist w € P zu zeigen. Sei ¢ eine Substitu-
tionsabbidung, die mit s auf occ(¢(x)) iibereinstimmt und fiir die eine endliche
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Menge d C w mit d Nocc(¢(x)) = () gewahlt ist, so daf ¢|d eine bijektive Abbil-
dung von d auf occ(v’) \ occ(¢’'(z')) ist und Vb(t) = occ(¢p(z)) Ud gilt. t sieht
also folgendermaflen aus:

t=3s

occ(P(x))| —— | slocc(¥(@))] = occ(¢'(x))
Vb(t) y Nb(¢)
d ., occ(v) \ occ(¥'(z'))

Wegen occ(v') € Nb(t) existiert ein Term v mit v" = sub(v,t). Anhand der
Skizze erkennt man, dafl Vb(t) = occ(¢(x)) U occ(v) = occ(tp(v)) und Nb(t) =
occ(sub(¢(v),t) = occ(¥'(v')) gelten. Da nun auch Vb(h') D occ(v'(v')) = Nb(t)
gilt, kann man jetzt h := h' ot definieren. Ich m6chte nun zeigen, dafl v und h die
Voraussetzungen von P erfiillen.

A(v) = A(v') < a ist klar. Es gilt auch Vb(h) = Vb(h/ ot) = Vb(t) = occ(v)
Da s und t auf occ(y(z)) und auch A’ und f auf sfocc(v)(z))] = occ(¥'(x))

iibereinstimmen, erhdlt man weiterhin

hlocc(y(x)) = h' o tloce(ip(x)) = f o slocc(i(x)) .

Schliellich folgt mittels der Induktionsvoraussetzung die letzte Bedingung
den(1(v), h) = den(1(v), h' o t) = den(sub(¢)(v),t), ') = den(¥'(V'), ') = 1.
Somit erhilt man nun
w = den(v', k') = den(sub(v, t), h') = den(v, h' o t) = den(v,h) € P .
(v) ¢ =u € v. Es folgt:

den(u € v, fos) =1
E%L den(u, fos) € den(v, fos)
v
(
(

Q.

<= den(sub(u,s), ) € den(sub(v, s), f)
k. den(sub(u, s) € sub(v, s), f) = 1
<= den(sub(u € v,s), f) =1
Analog wird ¢ = u = v behandelt.
(vi) ¢ = ). Es folgt:
den(—), f o s) R - den(y, fos) = 1— den(sub(e,s),f)
Dot den(—sub(¢,s), f) = den(sub(—,s), f).

Analog wird ¢ =1 V x behandelt.
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(vii) Den Fall ¢ = 3,21 (x) schlieflich kann man genau wie den Fall ¢ = $ z90(z) be-
weisen oder ihn auch in allerdings nicht ganz korrekter Weise darauf zuriickfiihren.
Letzteres will ich hier tun. Es gilt ndmlich:

den(J,x(x), fos) =1
EL den(Qartp(x), fos) # 0

(
_ (

£ g n<sub<<>aw< ),s), f) # 0
2% den(sub(Jaath(2), 5), f) = 1

—

Diese Aquivalenzen sind deshalb nicht ganz korrekt, weil in der Formel {,z1(x)
im Gegensatz zur Formel 3,21 (x) eigentlich die Bedingung A(¢(z)) < « gelten
mufl. Wie aber zu Beginn des Beweises erwéhnt, wird diese Bedingung nirgends
im Beweis benutzt, so dafl man im Beweis voriibergehend auf diese Einschrinkung
verzichtet. Das Lemma gilt dann natiirlich erst recht fiir die ,richtige* Definition

von $azrih(x). O

Korollar 3.9 Seien f und g Belegungen mit Nb(f) C Nb(g) und u ein Term mit
occ(u) C Vb(f). Dann existiert ein Term v mit occ(v) C Vb(g), den(v, g) = den(u, f)
und AM(u) = A\(v).

b(g) und

Beweis: Sei s eine Substitutionsabbildung mit Vb(s) = Vb(f), Nb(s) C V
s) € Vb(g) und

gos = f und sei v := sub(u,s). Offensichtlich gilt occ(v) C Nb(s)
Au) = A(v). Aus Lemma 3.8 erhilt man

den(v, g) = den(sub(u, s),g) = den(u,g o s) = den(u, f)

was zu zeigen war. O
Korollar 3.10 Seien z1,...,x, € Ls fir eine Ordinalzahl §. Dann existieren Terme
ULy .oy Uy mit Mu;) < & und eine gemeinsame Belegung f mit occ(u;) C Vb(f) und

x; = den(u;, f) fir jedesi € {1,...,n}.

Beweis: Fiir z1,...,x, € L existieren Terme v; mit A\(v;) < § und Belegungen g; mit
x; = den(v;, g;) fur jedes i € {1,...,n}. Seien s; bijektive Substitutionsabbildungen
fiir die v; mit paarweise verschiedenen Bildbereichen. Setzt man nun u; := sub(v;, s;) ,
h; = gios;  und f := U, h;, so erhilt man mit Lemma 3.8 fiir jedes i € {1,...,n}

nun

den(u;, f) = den(sub(v;, s;), f) = den(v;, fo's;) = den(v;, g;) = x; . O

Lemma 3.11 (i) Seien u ein Term, f eine hinreichende Belegung fir u und sei
y € den(u, f). Dann gibt es einen Term v und eine hinreichende Belegung g fir v
mit A(v) < ANu), g D flocc(u) und y = den(v, g).

(ii) Ist f eine hinreichende Belequng fiir den Term u und gilt x = den(u, f), so folgt
p(x) < Au).
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Beweis: (i) Fiir den Fall u = s beachte man, daf§ S transitiv ist und A(s) = p(s) gilt.
Im Fall u = a; hat jedes Element von den(a;, f) = f(i) C w einen endlichen Rang. Da
Aa;) = w gilt, folgt die Aussage aus Lemma 3.6. Fiir w = bund y € b = den(b, f) wihlt
man ein ¢ ¢ Vb(f) und eine Belegung g O f mit g(i) = y. Setzt man v = a;, so folgt
den(v,g9) =y und A(v) =w < w+ 1 = A(b). Der Fall u = { xp(x) schliellich ist eine
unmittelbare Folgerung aus der Definition von den.

(ii) Dieser Beweis wird mit transfiniter Induktion tiber A\(u) gefiihrt. Sei also u ein Term
mit A\(u) = «, f eine hinreichende Belegung fiir u und sei die Aussage bereits fiir alle
Terme v mit A(v) < « bewiesen. Es ist p(z) < A(u) = a, d. h. = C R, zu zeigen.
Sei also y € x = den(u, f), dann kann man v und g gemé&f Teil (i) wiahlen. Nun folgt
A(v) < A(u), also nach Induktionsvoraussetzung p(y) < A(v) < a, d. h. y € R,,. O

Definition 3.12 Die Teilmengen von w werden durch x < y < min((zUy)\ (xNy)) € y
linear geordnet. Jede k-Folge ¢ : k — {0, 1} bestimmt die Teilmenge

by ={y €b|Vi<k((q(i)=1=icy)N(qi)=0=1i¢y))}

von b. Diese b, werden als absolute Intervalle von b oder einfach als absolute Intervalle
bezeichnet. Die dazugehorigen k-Folgen ¢ heiflen Intervallbezeichner . Man beachte,
dafl fir z,y € b, und x < z < y auch z € b, gilt, womit die Bezeichnung Intervall
gerechtfertigt erscheint. Weiterhin stellt man fest, daf fiir zwei absolute Intervalle b,, b,
mit nichtleerem Durchschnitt b, C b, oder b, C b, gelten muf}, wobei z. B. b, C b, genau
dann gilt, wenn p D q gilt.




Kapitel 4

Die Theorie SP

4.1 Die Axiome von SP

Nachdem ich im letzten Kapitel die notigen Vorbereitungen getroffen habe, kann ich nun
die Theorie SP einfithren, um die es im Rest dieser Arbeit gehen wird. Die Theorie SP ist
ein im Pradikatenkalkiil erster Stufe formuliertes Axiomensystem, das insbesondere die
Axiome von ZF beinhaltet. In der Theorie lassen sich weitere, in ZF nicht herleitbare,
Sétze beweisen, von denen die wichtigsten sind:

(i) der Boolesche Primidealsatz,
(ii) es existiert in den reellen Zahlen eine Dedekind-endliche und dichte Menge und
(iii) es existiert eine injektive Funktion F’, die das Universum auf On x IR abbildet

(dabei sei IR die Menge der reellen Zahlen).

Wenn sich also zeigen 148t, dal die Theorie SP konsistent ist (vorausgesetzt, dal ZF
konsistent ist), hat man insbesondere gezeigt, daf sich in ZF das Auswahlaxiom, sogar
das abzéhlbare Auswahlaxiom, nicht aus dem Booleschen Primidealsatz herleiten 1418t.

Ich mo6chte nun die Axiome von SP einfithren und anschlielend erldutern. Die Sprache
von SP ist dabei die Sprache von ZF, erweitert um das Konstantensymbol b und die
einstelligen Priadikate S und F. Die Axiome von SP sind:

(i) Alle Axiome von ZF. Dabei sollen die Aussonderungsaxiome und die Ersetzungs-
axiome auch die neuen Symbole b, S und F' von SP enthalten diirfen.

(ii) b ist eine ,dichte“ Teilmenge von P(w), d. h. kein absolutes Intervall von b ist
leer.

(iii) S ist eine transitive Klasse, die alle Ordinalzahlen, alle endlichen Teilmengen von
S und alle Mengen S N R, sowie F'N R, fiir jede Ordinalzahl « enthélt.

47
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(iv) F ist eine Funktion von On auf S.

(v) Das Axiomenschema der Fortsetzbarkeit:

Sei @ eine Formel von SP mit den einzigen freien Variablen x4, ..., x,,y. Dabei
seien xy,...,x, aus S U {b} und y = (yo,...,Ym—1) sei eine m-Folge paarweise
verschiedener Elemente aus b (fiir ein m € w), auBerdem soll ®(zy,...,z,,y)
giiltig sein. Dann existiert eine m-Folge ¢ = (cy,...,cy,_1) disjunkter, absoluter
Intervalle in b, so daB y; in ¢; liegt fiir jedes ¢ < m und die Formel ®(z,...,z,, 2)
giiltig ist fiir jede m-Folge z von Elementen aus b, die z; € ¢; fiir jedes i < m
erfiillt.

(vi) Fiir jedes Element z existiert ein Term u und eine hinreichende Belegung f fiir u,
so dal x = den(u, f) gilt.

Zu den Axiomen mochte ich einige Bemerkungen machen, die sowohl ihre Semantik als
auch ihre Syntaktik betreffen. Wie ich bereits im letzten Kapitel erwéahnt habe, gibt
es in der Sprache SP im Gegensatz zur Sprache £ keine Konstantensymbole a; fiir die
Elemente von b. Weiterhin sind zwar alle Axiome von SP metasprachlich aufgefiihrt,
aber man mu$ sie ja auch in der Sprache von SP formulieren kénnen. Dafl dieses méglich
ist, wird in den néchsten Kapiteln zwar deutlich werden, aber ich méchte bereits hier
darauf eingehen. Weiterhin mochte ich natiirlich auch versuchen, die Bedeutung der
Axiome zu erldutern.

Zu (i): Sowohl Sinn als auch Formulierbarkeit im Pridikatenkalkiil sind klar.

Zu (ii): Es 148t sich im Pradikatenkalkiil die Aussage ,,z ist eine Funktion f : & — {0,1}
fiir ein k € w* formulieren. Also kann man auch die Aussage ,,x ist ein absolutes Intervall
in b* im Pradikatenkalkiil formulieren, somit auch das Axiom (ii).

Zu (iii) und (iv): Wenn man die Aussage ,,jede endliche Teilmenge von S ist ein Element
von S“ etwas anders als ,fiir jede Menge x, die endlich ist und die S(y) fiir jedes y € x
erfiillt, gilt S(z)“ formuliert, erkennt man sofort, daf sich diese Aussage in der Sprache
von SP formulieren 148t. Auch die Aussage ,x = R,* kann man im Préadikatenkalkiil
notieren, ndmlich durch

Ir:Fkt(r) AVb(r)=a+1Ar(e)=z AVB<a:r(8)= ] Br()).

v<B

Damit ist klar, dafl man auch Axiom (iii) insgesamt im Pridikatenkalkiil formulieren
kann. Die Formulierbarkeit von Axiom (iv) ist klar. Natiirlich bedeutet ., F' ist eine
Funktion“ nicht, dal F' eine Menge ist, sondern nur, dafl F' eine Klasse geordneter
Paare ist, die die Funktionseigenschaft erfiillt.

Beim spéter folgenden Beweis der Konsistenz von SP wird von einem Modell von ZF und
dem Konstruktibilitdtsaxiom ausgegangen, zu dem die Menge b ,,adjungiert® wird. S
wird dann die Klasse der Mengen des urspriinglichen Modells sein, die Standardmengen.
F ist dann eine gemafl Konstruktibilitdtsaxiom existierende Funktion von On auf die
Klasse aller (Standard)mengen, also auf S. Weiterhin erkennt man aufgrund von Axiom
(iii), da S alle Zeichen von £ und also auch alle Ausdriicke von £ enthélt.
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Zu (v): Dieses ist ein Axiom fiir jede Formel ® von SP. In dem Schema unterscheide ich
aus Griindern der Einfachheit von der Notation nicht zwischen den in ® vorkommenden
Variablen und Mengen, durch die diese Variablen substituiert werden, d. h. ,x;* ist
einerseits die Bezeichnung einer Variable, andererseits die Bezeichnung einer Menge aus
SU{b}. Der metasprachliche Beginn des Axioms sollte also wie folgt in das Pridikaten-
kalkiil umgesetzt werden: Vx; € SU{b}...Vx,, € SU{b}... Die Bedeutung des Axioms
ist also die folgende: Die freien Variablen von ® werden belegt entweder mit Elementen
aus S U {b} oder aus b, so dafl die Formel giiltig ist. Dann kann man sozusagen die
Elemente aus b zu ganzen, disjunkten, absoluten Intervallen in b ,,aufblasen“, und man
kann jedes Element aus b durch ein anderes Element des dazugehorigen Intervalles in
® ersetzen, und die so neu belegte Formel ® bleibt giiltig. Letztendlich sagt damit
das Axiom aus, daf} die Elemente von b in einem gewissen Sinn ununterscheidbar sind.
Schliefllich kann man auch schnell zeigen, dafl man beim Verzicht auf die Bedingungen,
daf} y eine Folge paarweise verschiedener Elemente und c eine Folge disjunkter Intervalle
ist, aus den Axiomen einen Widerspruch herleiten kann.

Es 148t sich bestimmt die Aussage ,,mm € w und y ist eine m-Folge verschiedener Elemente
aus b* in SP formulieren; sei ¥, (y, m) eine entsprechende Formel. Analog sei Us(c, m)
die Aussage ,,c = (cg,...,Cn_1) ist eine m-Folge disjunkter, absoluter Intervalle in b*.
Die Schreibweise ,,¢ = (cg, . .., Cpn_1)* ist legitim, da sich die einzelnen Komponenten c;
der Folge ¢ auch durch Formeln in SP beschreiben lassen. So kann man das Axiom (v)
objektsprachlich wie folgt formulieren:

Ve, € SU{b}...Va, € SU{b}VYm € wVy(Vy(y,m) AN ®(z1,...,20,y) =
de = (coy- - oy Cma1)(Wa(e,m) AN (Vi e my; € ¢;) ANV2(Wa(z,m) A (Vi em z; € ¢;) =
U(xy, ..oy Tpy2))))

Zu (vi): Dieses Axiom ist zweifellos am schwierigsten in der Sprache von SP zu formu-
lieren. Die im letzten Kapitel definierte Funktion den agiert auf einer echten Klasse (da
bereits S eine echte Klasse ist), somit kann man sie nicht einfach als Menge in einer
Formel von SP erfassen.

Zuerst mufl man erkennen, daf§ sich metasprachliche Aussagen der Form ¢ ist ein
Term, eine Formel, ein Ausdruck® auch in der Sprache von SP formulieren lassen. Da
die Begriffe Term, Formel, Ausdruck induktiv definiert sind, kann man den Satz “¢ ist
ein Term“ z. B. durch “jede Menge, die alle in ¢ vorkommenden Konstantensymbole
s, alle in ¢ vorkommenden Konstantensymbole a; sowie das Konstantensymbol b der
Sprache £ enthélt und die gegeniiber dem Aufbau von Termen abgeschlossen ist, enthélt
¢“ ersetzen, wobei der letzte Satz sich offensichtlich auch in der Pradikatenlogik notieren
1a8t. Sei nun Wy (u) eine Formel in der Sprache von SP mit der einzigen freien Variablen
u, die fiir den metasprachlichen Satz ,,u ist ein Term® steht. Auf dhnliche Weise 148t
sich auch ,A(¢) = a“, wobei ¢ ein beliebiger Ausdruck sein kann, durch eine Formel
Uy (¢, ) darstellen. Schlieflich soll U5(7, «) fiir die Aussage , T ist die Menge aller
Ausdriicke ¢ mit A(¢) < a* stehen, die sich problemlos mit Hilfe von ¥, formulieren
1a83t. Ein derartiges T mochte ich Anfangsstiick von TL nennen. Es ist nun zwar den
eine echte Klasse, aber den, eingeschréinkt auf beliebige Anfangsstiicke von TL, ergibt
immer Mengen. Da den induktiv aufgebaut ist, kann man diese Mengen nun auch in
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der Préadikatenlogik beschreiben, d. h. es existiert eine Formel W, (H,T); die ,, T ist ein
Anfangsstiick von TL und es gilt H = den|T' x B, wobei B die Menge aller Belegungen
ist.“ ausdriickt. Damit 148t sich nun Axiom (v) in der Sprache von SP wie folgt
formulieren:

VoeIu(Vy(u) AITIH(w e T AV, (H, T)AN3f H(u, f) = x))

Im folgenden werde ich objektsprachliche Formeln von SP mit grolen griechischen Buch-
staben wie ®, U bezeichnen, um sie dadurch von den Formeln von £, die ich mit kleinen
griechischen Buchstaben wie ¢, 1, bezeichne, zu unterscheiden.

4.2 Das Auswahlaxiom in SP

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden Sétze in der Theorie SP hergeleitet. Die
Beweise werden, wie iiblich, metasprachlich gefiihrt, sind aber letztendlich als Beweise
im Pradikatenkalkiil erster Stufe mit den Axiomen von SP zu verstehen.

Satz 4.1 Jedes absolute Intervall ist unendlich.

Beweis: Geméifl Axiom (ii) ist kein absolutes Intervall leer. Sie nun ¢ der Intervallbe-
zeichner des absoluten Intervalles b,. Dann sind ¢°(1),¢°(0,1),4°(0,0,1),¢°(0,0,01) ...
Bezeichner fiir abzéhlbar unendlich viele, disjunkte, absolute Teilintervalle von b,, wo-
raus unmittelbar der Satz folgt. O

Satz 4.2 SNb=10.

Beweis: Angenommen, es existiert ein s € SNb. Setze ®(x,y) = (z) = y. Es gilt
einerseits s € S, andererseits ist (s) eine 1-Folge von Elementen aus b. Also kann
man auf die giiltige Formel @ (s, (s)) das Fortsetzungsaxiom anwenden und erhélt ein
absolutes Intervall ¢, so dal ®(s, (2)) giiltig ist fiir jedes z € ¢, d. h. es gilt s = z fiir
jedes z € c. Dann miifite ¢ aber genau aus dem Element s bestehen, im Widerspruch
zu Satz 4.1. O

Aufgrund eines dhnlichen Argumentes erkennt man, daf§ in Axiom (v) y tatséchlich
eine Folge paarweise verschiedener Elemente aus b sein muf. Denn betrachtet man die
Formel ® = z; = x5 und substituiert beide Variablen durch ein Element yq = y; aus b,
so ist zwar ®(yo, y1) giiltig, man kann aber bestimmt keine zwei absoluten Intervalle ¢y,
¢; finden, so dal ®(z1, 27) giiltig ist fir beliebige Elemente z; € ¢1, 25 € cs.

Satz 4.3 b ist Dedekind-endlich, d. h. b enthdlt keine abzdhlbar unendliche Teilmenge.

Beweis: Angenommen, ¢ : w — b ist injektiv. Gem&f Axiom (vi) und Korollar 3.9
gilt ¢t = den(u, f) fir einen Term v € TL und eine injektive Belegung f : m — w
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(fiir ein m € w). Offensichtlich ist Nb(¢) \ Nb(f) nichtleer und enthélt ein kleinstes
Element d. Es sei ®(u, f*(d)) = ,,u ist ein Term, f ist eine hinreichende Belegung fiir
u, den(u, f) ist eine injektive Funktion von w nach b und d ist das kleinste Element
von Nb(den(u, f))\ Nb(f)* (auch hier unterscheide ich von der Notation nicht zwischen
Variablen und Mengen, durch die diese Variablen substituiert werden). Es ist u gemé&f
Axiom (iii) ein Element von S, und f U (m,d) ist eine (m + 1)-Folge von Elementen
aus b. Da ®(u, f°(d)) giiltig ist, kann man nun das Fortsetzungsaxiom anwenden und
erhéilt insbesondere fiir die letzte Komponente von f*(d) ein absolutes Intervall ¢ mit
de€c,d. h ®(u, fU(m,d)) ist giiltig fiir jedes d’ € c. Dann wére also jedes d' € ¢ ein
kleinstes Element von Nb(¢) \ Nb(f), was im Widerspruch zu Satz 4.1 steht. O

Korollar 4.4 FEs existiert eine Dedekind-endliche und dichte Teilmenge der reellen
Zahlen.

Beweis: Es reicht, da das Intervall (0,1) ordnungsisomorph zu den reellen Zahlen
ist, den Satz fiir dieses Intervall zu beweisen. Von jeder reellen Zahl aus (0,1), die
keine abbrechende Dualdarstellung besitzt, ist ihre Dualdarstellung eindeutig. Es ist
weiterhin kein Element aus b eine endliche Teilmenge von w, da diese Mengen geméfl
Axiom (iii) Standardmengen sind, die Elemente von b wegen Satz 4.2 aber nicht. Folglich
ist die Abbildung f : 2 — 3,c, 271 eine injektive Funktion von b in (0, 1]. Da kein
absolutes Intervall leer ist, liegt f[b] dicht in (0, 1]; f[b] ist wegen Satz 4.3 auBlerdem
auch Dedekind-endlich. O

Definition 4.5 Fiir jede Belegung f setze

Ly :={den(u, f)|ue TLA occ(u) C Vb(f)}.

L sollte natiirlich nicht mit L, verwechselt werden. Aufgrund von Korollar 3.9 hangt
Ly nur von Nb(f) ab.

Da sich b nicht wohlordnen l48t, kann man auch ,,das Universum von SP“ nicht wohl-
ordnen. Allerdings 148t sich gemafi Axiom (iv) S und damit, wegen TL C S, auch TL
wohlordnen. Das ist so zu verstehen, dafl es eine durch eine Formel von SP definierte
Klassenrelation R gibt, fiir die sich , jede Teilmenge von TL hat ein beziiglich R klein-
stes Element* beweisen 1&8t. Wenn man sich nun auf eine feste Belegung f einschrankt,
kann man folglich auch die Klasse aller den(u, f) fiir diese feste Belegung f wohlordnen.
Die Formel, die diese Wohlordnungsrelation definiert, mufl dann natiirlich auch f ent-
halten (d. h. sie enthélt eine freie Variable, die durch f substituiert wird). Insgesamt
gilt also:

Satz 4.6 Sei f eine fest gewdhlte Belegung. Dann existiert eine mit Hilfe von f defi-
nierbare Relation, die Ly wohlordnet.

Das néchste Lemma und das néchste Korollar sind offensichtlich im wesentlichen An-
wendungen des Fortsetzungsaxioms. Die nicht iiberméfiig komplizierten Beweise sind
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ebenso technisch wie unergiebig, aus diesem Grunde mochte ich hier auf sie verzichten.
In den folgenden Lemmata, Séitzen und Korollaren mochte ich, wie bereits schon ge-
schehen, hiufiger auf eine unterschiedliche Bezeichnung von Variablen und Mengen, die
diese Variablen ersetzen, verzichten, um die Notation nicht unnétig aufzublédhen.

Lemma 4.7 Sei ® eine Formel von SP mit den einzigen freien Variablen x1,...,2,, g
und sei f eine fest gewdhlte Belegung. Seien x1,...,x, € Ly,m <w, ¢ = (g0, -, Gmm_1)
eine m-Folge paarweise verschiedener Elemente aus b\ Nb(f), so daff ®(z1,...,2,,9")
gilt. Dann existiert eine m-Folge (eq, ..., en_1) paarweise disjunkter, absoluter Inter-

valle mit g, € e; fir jedes i < m, so daf$ ®(x1,...,x,,9) giltig ist fir jede m-Folge
g=1(90,---y9m-1), die g; € e; fiir jedes i < m erfiillt.

Definition 4.8 Sei G eine Teilmenge von b mit k& € w Elementen. Dann unterteilt
die k-Folge e = (eq, ..., e,_1) absoluter Intervalle die Menge G, wenn die e;’s paarweise
disjunkt sind und jedes Element von GG in genau einem e; liegt.

Korollar 4.9 Sei® eine Formel von SP mit den einzigen freien Variablen x1, ..., x,, G’
und sei f eine fest gewdhlte Belegung. Seien x1,...,x, € Ly, G' eine Teilmenge von
b\ Nb(f) mit m Elementen und es gelte ®(x1,...,x,,G"). Dann existiert eine m-Folge
(€0, ..., em_1) absoluter Intervalle , die G' unterteilt, so dafy ®(x1,...,x,, G) giiltig ist
fiir jede Menge G, die aus jedem e; genau ein Element enthdlt.

Definition 4.10 Sei ® eine Formel von SP und sei § € On. Ich mdchte ® nun eine
Formel ®° aus SP und eine Formel ¢, aus L zuordnen.

®? entsteht aus ®, indem man jeden Quantor in ® auf L einschrinkt, d. h. indem man
jeden Quantor dz durch dx € Ls und entsprechend jeden Quantor Vz durch Vx € Ly
ersetzt. Das ist von der Notation natiirlich eigentlich nicht mdoglich, da Ls kein Symbol
der Sprache von SP ist. Doch man kann L; in der Préadikatenlogik beschreiben, d. h.
die Aussage x € L4 ist durch eine Formel ¥(x) aus SP notierbar. Somit mufl man z. B.
Jdx ... strenggenommen durch 3z W(x) A ... ersetzen.

¢s 5 soll dadurch aus @ entstehen, dafl man jeden Quantor Jx durch 35z, jedes Auftreten
von S(z) durch x € s; und jedes Auftreten von F(x) durch = € f5 ersetzt. Dabei seien
ss = SNRs und fs = FNRs. Da sg, fs € S geméB Axiom (iii) gilt, besitzen ss und f; die
Konstantensymbole s; = (4, ss) und fs = (4, f5). Man beachte, dafl der Ubergang von
® zu ¢ s ein Wechsel der benutzten Sprache und damit mehr als ein blofles Ersetzen
von Symbolen ist. So geht z. B. das Symbol € in das geordnete Paar (0, 2) iiber. Wenn
man es ganz préizise machen will, beschreibt man ¢¢ s dadurch, dafl man eine Funktion
Hg(0) : On — L definiert (mit He(6) = ¢ s natiirlich). Da die Sprache SP keine
Konstantensymbole a; enthilt, folgt occ(ps ) = 0.

Lemma 4.11 Sei ®(xzy,...,x,) eine Formel von SP mit den einzigen freien Variablen
Ti,...,T,. Seiu; € TL, occ(u;) € Nb(f), x; = den(u;, f) und \(u;) < § fir jedes
1 <i<n. Dann ist ®°(xy,...,1,) genau dann giiltig, wenn den(dg s(u1, ..., u,), f) =1
gilt (wobei ¢ 5(us, ..., u,) die Formel ist, die entsteht, indem man in ¢ s(x1,...,T,)
jedes freie Vorkommen eines x; durch u; ersetzt).



KAPITEL 4. DIE THEORIE SP 53

Beweis: Mittels Induktion iiber den Aufbau der Formeln von SP.

(i) Sei @ = z; € z;. Dann gilt x; € z; genau dann, wenn den(u;, f) € den(u;, f), also
nach Definition von den wenn den(u; € u;, f) = 1 gilt. Fiir & = z; = x; verlduft der
Beweis analog.

(ii) Sei ® = S(=;). Dann gilt S(z;) genau dann, wenn S(den(u;, f)) gilt. Nach Lemma
3.11 folgt aber p(den(u;, f)) < § , also gilt S(den(u;, f)) genau dann, wenn den(u;, f) €
Ss, also den(u; € sg, f) = 1 zutrifft. Analog beweist man den Fall & = F(x;).

(iii) Ist ® eine atomare Formel, die das Konstantensymbol b enthélt, so verfihrt man
wie in (i) oder (ii).

(iv) Ist @ von der Form =¥ oder ¥ Vv I', so folgt die Behauptung direkt aus der Induk-
tionsannahme.

(v) Sei ® = Jxq¥(xg,1,...,7,). Nach Definition ist ®°(xy,...,z,), also die Formel
Jwg € LsVO(xg, 21, . ..,2,) genau dann giiltig, wenn es einen Term v mit A(v) < § und
eine hinreichende Belegung ¢ fiir v gibt mit ¥°(den(v, g),den(uy, f), ..., den(uy,, f)).
Mit Lemma 3.7 und Korollar 3.9 kann man o. B. d. A. annehmen, dafl ¢ und f auf
Ui<i<n 0cc(u;) tibereinstimmen. Es gilt auch U;<;<, occ(u;) = occ(da 5(xo, u1, - - ., Up)),
da occ(py s) = 0 gilt. Weiterhin folgt aus der Induktionsvoraussetzung, angewendet auf
U und die Belegung g, dal ¥°(den(v, g),den(uy, f),...,den(u,, f)) genau dann giiltig
ist, wenn den(¢y s(v,u1,...,u,),g) = 1 gilt. Insgesamt folgt also, dafl ®°(x,...,z,)
genau dann giiltig ist, wenn es einen Term v und eine hinreichende Belegung g fiir v
gibt mit A(v) < d, den(¢y (v, us,...,uy,),g9) =1 und

glocc(pw s(o, Uty ... un)) = flocc(dws(xo, Uty .- up)) -

Dieses ist nach Definition von den genau dann giiltig, wenn den(¢g s(uy, ..., u,), f) =1
gilt. a

Lemma 4.12 Ly enthdlt alle seine endlichen Teilmengen.

Beweis: Sei {zi,...,2,} C L;. Dann existiert ein Term u; mit occ(u;) C Vb(f) und
den(u;, f) = x; fiir jedes 1 < i < mn. Sei 6 > A(uq),...,A\(u,) und sei v der Term
Osx(r =uy V...V ax =u,). Offensichtlich folgt den(v, f) = {x1,...,x,}. O

Korollar 4.13 Jede Belegung f liegt in Ly.

Beweis: Sei f = {(io, f(40)),-- -, (in, f(in))}. Da die natiirlichen Zahlen in Ly liegen
(i, = den(ig, f)), folgt mit Lemma 4.12, dal die Mengen {ix} , {ix, f(ix)}, also auch

(ik, f(i)) und schlielich f in L liegen. O
Lemma 4.14 Sei ® eine Formel von SP mit den einzigen freien Variablen x+, ..., x,,y.
Ist f eine Belegung, liegen x1,...,x, in Ly und ist y die eindeutig bestimmte Menge

mit ®(z1,...,2,,y), so liegt auch y in Ly.
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Beweis: Seien u; € TL mit occ(u;) € Vb(f) und den(u;, f) = z; fiir jedes 1 < i < n.
Im ersten Schritt des Beweises mochte ich eine Ordinalzahl ¢ finden, so daf gilt:

21y Znt+1 € Ls = (@(21, .. .,ZnJrl) <~ @5(21, .. .,ZnJrl))

Dazu konstruiere ich eine aufsteigende w-Folge von Ordinalzahlen a,, wie folgt:

Sei ay die kleinste Ordinalzahl mit ag > A(uy), ..., A(u,) und y € L,, (ein derartiges aq
muB es aufgrund von Axiom (vi) geben). Sei A die Menge aller Formeln ¥(z, 21, . .., z),
so daB 32¥(z, 21, . . ., z;) eine Teilformel von ® ist (wobei [ natiirlich von ¥ abhéngt). Ich
definiere nun eine Funktion * auf On wie folgt: Fiir ¥ € A sei Hy(z1, ..., 2) die kleinste
Ordinalzahl v, so da8 (3z € L.,)U(z, 21, ..., z) gliltig ist, sofern 2V (z, 21, ..., z) gliltig
ist, und Hy(z1,...,2) = 0 sonst. Fiir jedes 8 € On sei nun

B :==sup{Hy(z1,...,2) | Y€ AAN2,...,2 € Lg} .
Damit folgt fiir jedes ¥ € A und jedes § € On:
Zy...,21 € Lg = (32¥(2, 21, ...,2) <= (Fz € Lg-)V(z,21,...,2)) .

Seil nun 11 = max{ay,, a,} fur jedes m € w und sei § = sup{a,, |m € w}. Nun gilt
fiir jedes ¥ € A und jedes 8 € On:

21y..y2 € Ly = (32Y(2,21,...,2) < (Fz € Ls)¥V(z,21,...,21)) .

Nun kann man schnell mit Induktion iiber den Aufbau der Teilformeln I'" von ® zeigen,
daBl diese Aussage auch fiir jede Teilformel gilt, d. h.:

2,2 € Ls = ([(2,21,...,2) <= °(z,21,...,2)),
womit der erste Schritt des Beweises abgeschlossen ist. Wegen zi,...,z, € L., C Ls
ist nun y das eindeutig bestimmte Element aus Ls mit ®(xy,...,z,,¥).

Ist jetzt also w ein Term mit A(w) < § und ist g’ eine hinreichende Belegung fiir
w mit ¢ D f|Uj<i<n 0cc(u;), dann ist folglich ®°(xy,...,x,,den(w,g’)) genau dann
giiltig, wenn den(w, ¢’) = y gilt. Das wiederum trifft nach Lemma 4.11 genau dann zu,
wenn den(¢e s(ug, ..., u,, w),g’) = 1 gilt. Sei zur besseren Versténdlichkeit x(z) eine
Abkiirzung fiir ¢ s(us, . . ., un, 2). Insgesamt gilt nun:

Aw) < AVb(g') 2 occ(w) A g’ 2 flUi<icn 0cc(u;) =
(den(x(w),g') = 1 <= den(w, ') =) . (4.1)

Da x gewissermaflen y beschreibt, sind nun die notigen Voraussetzungen geschaffen, um
einen Term fiir y zu definieren. Setze also

v =535y (X(W) AT ey

(Im Gegensatz zu y ist hier y’ eine Variable. In diesem Fall hielt ich es fiir angebracht,
die Menge y und die fiir sie stehende Variable y’ von der Notation zu unterscheiden.)
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Da occ(¢a5) = 0 gilt, folgt occ(v) = Uj<icpn 0cc(u;) € Vb(f). Esist noch den(v, f) =y
zu zeigen, woraus dann sofort y € Ly folgt. Es ist nach Definition

den(v, f) = {den(u,g)|A(u) < Aocc(u) C Vb(g)Ag 2D flocc(v)
Aden(35y'(x(¥) ANu€y),g) =1}. (4.2)

(i) Zu den(v, f) C y: Sei r € den(v, f), d. h. r = den(u, g) fiir einen Term v und eine
Belegung g wie in (4.2), womit insbesondere den(3sy'(x(v') Au € ¥'), g) = 1 folgt. Nach
Definition von den heifit das, dafl es einen Term w mit A(w) < 0 und eine Belegung
g’ mit g’ 2 gloce(x(y') Au € y) = glocc(v) = floce(v) = flUi<ic, occ(us) gibt, die
den(x(w),¢’) = 1 und den(u € w, g’) = 1 erfiillen. Aus der ersten Gleichung folgt mit
(4.1), daB den(w, ¢') = y gilt. Das zweite impliziert gem&f der Definition von den nun
r = den(u, g) = den(u, ¢') € den(w,¢’) = y.

(ii) Zu y C den(v, f): Da y € Ly, existieren mit Korollar 3.9 ein Term w und eine fiir
w hinreichende Belegung ¢’ mit A(w) < 0, den(w,g’) = y und ¢’ 2 f|Uj<;<, 0cc(u;).
Da die Voraussetzungen von (4.1) erfiillt sind, folgt den(x(w),¢’) = 1. Sei nun r € y,
dann existieren gem&fl Lemma 3.11 ein Term v und eine hinreichende Belegung ¢ fiir
u mit den(u,g) = 7 und A(u) < A(w) < §. Man kann aufgrund von Korollar 3.9
zusétzlich g O g'locc(x(w)) 2 floce(v) = f|Ui<i<n0cc(u;) annehmen. Es folgt nun
den(x(w),g) = 1 = den(u € w, g) (dabei ist die zweite Gleichung deswegen richtig, weil
den(u,g) = r € y = den(w, g') = den(w, g) gilt). Gemé&B der Definition von den folgt
nun den(y(w) Au € w,g) = 1 und also, da auch A(w) < ¢ gilt, insgesamt:

den(3sy' (x(¥) Nu€y),9) =1.
Also ist r = den(u, g) geméaf 4.2 ein Element von den(u, f). a

Korollar 4.15 Jedes Ly enthdlt alle absoluten Intervalle.

Beweis: Da b = den(b, f) gilt, folgt b € L;. Sei b, ein absolutes Intervall mit dem
Intervallbezeichner ¢q. Nach Axiom (iii) folgt ¢ € S, also auch ¢ =den(q, f) € Ly. Da b
und ¢ das Intervall b, eindeutig bestimmen, folgt nun b, € Ly mit Lemma 4.14. O

Lemma 4.16 Seien f, g sowie h Beleqgungen mit Nb(h) = Nb(f) N Nb(g). Dann gilt
Ln=L;NL,

Beweis: Es gilt L, C Ly N L, nach Korollar 3.9. Auflerdem kann man wegen Korollar
3.9 0. B. d. A. annehmen, dafl f, g und h injektive Funktionen sind und daf§ es endliche
Folgen f', ¢’ gibt mit f = h"f" und g = h"¢g’. Sei nun z € Ly N Ly, d. h. es gibt Terme
u,v € TL mit z = den(u, f) = den(v,h’¢’). Es gilt u, v, f’,h € Ly nach Axiom (iii) und
Lemma 4.12. Somit kann man Lemma 4.7 auf die Formel den(u,h"f’) = den(v,h"¢’)
anwenden und erhélt eine Folge e = (e, . .., e,_1) absoluter Intervalle mit

den(u, f) = den(v, h'z) fiir jedes z € [] e.

Die rechte Seite dieser Gleichung enthélt mit Axiom (iii), Lemma 4.12 und den Korolla-
ren 4.13 und 4.15 nur Mengen aus Lj,, bestimmt also die Menge x = den(u, f) eindeutig
mit Mengen aus L;. Damit folgt x € L, nach Lemma 4.14. O
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Definition 4.17 Aus Lemma 4.16 folgt sofort, daf§ zu jeder Menge x eine eindeutig
bestimmte Teilmenge ¢ von b existiert, die z € L, <= ¢ C Nb(g) fiir jede Belegung
g erfiillt. Diese Menge heifit Tréager von x. Die eindeutig bestimmte Belegung f, die
die Elemente des Trigers von z in aufsteigender Reihenfolge aufzéhlt (gem#fl Definition
3.12) heifit auch Triger von x.

Satz 4.18 Es existiert eine injektive Funktion F', die das Universum auf On x IR ab-
bildet.

Beweis: Sei H eine injektive Abbildung, die die Menge alle endlicher Folgen von Teil-
mengen von w nach IR abbildet. Geméfl der Axiome (iii) und (iv) gibt es eine injektive
Funktion G : TL — On. Ist x nun eine beliebige Menge, so sei f der Trager von z und
a die kleinste Ordinalzahl in {G(u) |u € TL A occ(u) C Vb(f) Aden(u, f) = x}. Setzt
man dann F'(x) = (a, H(f)), so erfiillt F’ die geforderten Eigenschaften. O

4.3 Der Primidealsatz in SP

Ich komme nun zum wichtigsten Resultat in SP, dem Booleschen Primidealsatz. Dieser
wird mit einem recht hohen kombinatorischen Aufwand bewiesen. Der Kernpunkt des
Beweises ist ein Resultat von Halpern und L&uchli, das ich hier ohne Beweis anfiihren
mochte. Um diesen Satz von Halpern und L&uchli formulieren zu kénnen, benétige ich
zunéachst ein paar Definitionen.

Definition 4.19 Ein Baum 7 = (7, <) ist eine halbgeordnete Menge, so dafl der von
jedem Knoten x € T erzeugte untere Abschnitt | x bereits linear geordnet ist. Die
Méchtigkeit von |z \ {z} ist die Ordnung von x. Jede Menge aller Knoten mit gleicher
Ordnung ist eine Ebene des Baumes. Ein finitistischer Baum ist ein Baum, in dem jeder
Knoten eine endliche Ordnung hat und auch jede Ebene endlich ist. T'|n ist die Menge
aller Knoten in 7' mit einer Ordnung < n. Eine Menge A liegt iiber B, falls B C | A
gilt. Ein oberer Nachbar des Knotens z ist ein Knoten y mit = < y, so dafl zwischen
x und y keine weiteren Knoten liegen. Eine Menge A von Knoten heifit (m, 1)-dicht,
falls es einen Knoten x mit der Ordnung m gibt, so daB A {iber der Menge der oberen
Nachbarn von z liegt. Ist fiir jedes ¢ < k ein Baum 7; = (7}, <;) und eine Menge A;
gegeben, die (m, 1)-dicht in 7; liegt, so nennt man das kartesische Produkt [];., A4; eine
(m, 1)-Matrix.

Der Satz von Halpern und Léuchli (siche [HaLa66]) lautet nun:

Satz 4.20 (Halpern-Lauchli) Fir jedes i < k sei T; = (1;,<;) ein finitistischer,
abzdhlbarer Baum ohne mazximale Knoten. Dann existiert eine natiirliche Zahl n, so
daf$ gilt: Ist Q1 U Qo = [1icx(Tiln) eine Zerlegung von [1,.x(TiIn), so enthdlt Q1 oder
Q2 eine (m, 1)-Matriz fir ein m < n.
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Dieses Resultat bildet den Kern des Beweises von BPI in der Theorie SP, der den
Rest dieses Kapitels einnehmen wird. Wenn man den Satz hier mit seinem Original
in [HalLd66] vergleicht, stellt man fest, dafl ich die zusétzliche Bedingung abzdhlbar
hinzugefiigt habe. In [HaL&66] wird ndmlich der Satz mit Hilfe des Baumlemmas von
Ko6nig bewiesen, von dem ich aber nicht sehe, warum es in der Theorie SP gelten sollte,
benétigt es in seinem Beweis doch Auswahlprinzipien, die iiber ZF hinausgehen. Man
beachte, dafl es in ZF nicht evident ist, daf ein finitistischer Baum abzéahlbar ist. Fiir
abzihlbare finitistische Baume kann nun aber das Lemma von Konig in ZF bewiesen
werden, so dal dann seine Anwendung in [HaL&66] gerechtfertigt ist.

Satz 4.21 Ist B € Ly eine Boolesche Algebra, so existiert ein Primideal I von B mit
I € Ly. Also gilt wegen Axiom (vi) in der Theorie SP der Boolesche Primidealsatz.

Beweis: Sei B = (B,A,V,%, 1, T), dann liegen B, A, V, *, 1L und T aufgrund von
Lemma 4.14 auch in L;. Mit Aa bzw. V a bezeichne ich das Supremum bzw. das
Infimum einer endlichen Teilmenge a von B.

Man betrachte die Menge aller (echten) Ideale von B, die in L; liegen. Da sich Ly
gemifl Lemma 4.6 mit Hilfe von f wohlordnen 148t, kann man unter diesen Idealen ein
maximales finden. Dieses geschieht wie folgt: Mit Hilfe von B und f kann man eine
Funktion G auf einer Ordinalzahl @ € On definieren, so dafl jedes G(7y) ein (echtes) Ideal
von B in Ly ist, die G(8) C G(v) fir alle 8 < 7 < « erfiillt und so dafl kein (echtes)
Ideal existiert, das Uz, G(8) echt umfafit. Wegen Lemma 4.14 gilt G € Ly, also folgt,
wiederum wegen Lemma 4.14, I = Ug., G(8) € Ly. Offensichtlich ist I das gewiinschte
Ideal. Ich werde nun zeigen, dafl dieses Ideal ein Primideal ist.

Doch zunédchst mochte ich ein paar Konventionen einfithren. In diesem Beweis werde
ich fiir endliche Folgen sans-serif-Buchstaben wie c,e,g,h,s benutzen. Die Komponenten
der Folge e bezeichne ich mit e;. Ist e eine k-Folge, so sei [[e = {c|c ist eine k-Folge mit
¢ € e fiir jedes ¢ < k} das kartesische Produkt von e. Da L; nur von Nb(f) abhéngt,
nehme ich o. B. d. A. an, daf§ f eine m-Folge ist, also Vb(f) € w gilt.

Angenommen, I ist kein Primideal. Dann existiert ein x € B mit « ¢ I und o+ ¢ I.
Zu z existieren ein Term u und eine k-Folge h’ paarweise verschiedener Elemente aus
b\ Nb(f) mit # = den(u, f°h’). Da im ganzen Beweis u und f fest gewiihlte Mengen
sind, mochte ich den(u, f°h) durch d(h) abkiirzen. Damit liest sich die Annahme jetzt
wie folgt:

d(h'y € B\ I und d(h)* € B\I. (4.3)

Es kann h’ nicht trivial sein. Denn wiire h’ = (), so wiire sowohl z = d(h") = den(u, f)
und, da 2+ eindeutig durch B und x bestimmt ist, mit Lemma 4.14 auch x* ein Element
von Ly. Das von I U {z} erzeugte Ideal wire, wiederum mit Lemma 4.14, ein Element
von Ly und enthielte also aufgrund der Maximalitét von I bereits das grofite Element
T. Das wiirde aber x* € I bedeuten, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist h’
eine k-Folge mit £ > 1.

Ich moéchte exemplarisch erstmal den Fall £ = 1 behandeln. Der allgemeine Beweis
unterscheidet sich zwar von diesem Fall nicht von der prinzipiellen Idee, aber doch
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durch einen nicht unerheblichen kombinatorischen Mehraufwand. Es ist also h' = (hy).
Geméf (4.3) und Lemma 4.7 existiert nun ein absolutes Intervall ¢ mit hy € ¢ und

hec=dh) e B\IANdh)*cB\I. (4.4)

Da ¢ € Ly gemaf Korollar 4.15 gilt, liegt auch das von I U {d(h) | h € c} erzeugte Ideal
nach Lemma 4.14 in L; und mufl damit, da [ in L; maximal war, bereits B sein. Damit
existiert ein ¢ € I und eine endliche Teilmenge G| C ¢ mit i V V{d(h)|h € G|} =T,
also insbesondere A{d(h)*|h € G} € I, da das Infimum kleiner als i ist. Analog, wenn
man das von I U {d(h)*|h € ¢} erzeugte Ideal betrachtet, erhélt man eine endliche
Menge G, C ¢ mit A{d(h)|h € G4} € I. Setzt man G' = G} UG}, C ¢, so folgt also
Ad(h)t|h € G'} € I und A{d(h)|h € G'} € I. Somit kann man mit Korollar 4.9 eine
Folge e von absoluten Teilintervallen von ¢ finden, die G’ unterteilt und so daf} gilt:

Enthélt G aus jedem e; , i € Vb(e) genau ein Element, so folgt
Ad(h)|h € G} € I und A{d(h)*|he G} e . (4.5)

(Fiir jedes i € Vb(e) gilt e; N ¢ # (), also auch e; C ¢ oder ¢ C e;. Im letzteren Fall
konnte man aber e; durch c ersetzen. Da die e;’s aber paarweise disjunkt sind, kann
dieser Fall sowieso fiir kein i eintreten).

Man setzt nun S' = Nb(e), damit ist S* eine endliche Menge paarweise disjunkter,
absoluter Teilintervalle von ¢. Fiir r € S! gilt also auch (4.4), wenn man dort ¢ durch
r ersetzt. Durch dieselbe Argumentation wie eben erhélt man also zu 7 eine endliche
Folge e" paarweise disjunkter Teilintervalle von r, so daf} gilt:

Enthélt G aus jedem (e");, ¢ € Vb(e") genau ein Element, so folgt
ANd(h)|he G}y e I und N{d(h)*|heG}el. (4.6)

Setze nun S* = J{Nb(e")|r € S'}. Auch S? ist eine Menge paarweise disjunkter,
absoluter Teilintervalle von c. Ich habe jetzt also folgende Mengen konstruiert:

52{ o [ e & | o [ ek

51 e ex

| c

Sei nun y eine fest gewihlte Menge, die aus jedem Element von S? genau ein Element
enthélt. Ich mochte zeigen, daB fiir jedes z C y

N{d(h)|h € 2} € I oder N\{d(h)"|hey\z} el (4.7)

gilt. Sei also z C y. Wenn z aus jedem e; € S* ein Element enthilt (die Elemente von
52 sind ja Teilintervalle der Elemente von S'), so folgt A{d(h)|h € 2} € I nach (4.5).
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Sei also 0. B. d. A. zNe; = (. Dann enthélt aber y\ z ein Element in jedem Teilintervall
ef,...,e}, € Nb(e') von e;, woraus mit (4.6) nun A{d(h)*|h € y\z ANh€efU...Uel },
also insbesondere A{d(h)!|h € y\ 2} folgt. Damit ist (4.7) bewiesen.

Aus (4.7) kann ich nun einen Widerspruch herleiten. Dazu will ich folgende Notation
einfithren: Es sei 2¥ die Menge aller Funktionen von y nach 2 = {0,1}, und es sei
d(h)©® = d(h) sowie d(h)) = d(h)*. Es folgt nun mit Hilfe des Distributivgesetzes in

B:
T= A vdn)) =\ Adn)*™ =\ ap), (4.8)
hey pE2Y hey pey
wobei a(p) eine Abkiirzung fiir A,c, d(h)®™) ist. Setzt man fiir ein beliebiges, aber
festes p nun z = {h € y|p(h) = 0}, so gilt a(p) = Ane,d(h) A Apey. d(h)*, woraus
mit (4.7) nun a(p) € I folgt. Also gilt mit (4.8) auch T € I, was offensichtlich ein
Widerspruch ist.

Nachdem der Fall £ = 1 bewiesen ist, komme ich nun zum allgemeinen Fall £ € w. Aus
(4.3) und Lemma 4.7 folgt wie im Spezialfall, dafl es eine k-Folge ¢ paarweise disjunkter,
absoluter Intervalle ¢; gibt mit

he[[c=d(h)e B\IAd(h)"'e€B\I. (4.9)

Leider 148t sich der Beweis fiir £ = 1 nicht ad hoc so verallgemeinern, indem das
Verfahren im Beweis einfach fiir jede Komponente von h durchfiihrt, da i. A. der Beweis
der Entsprechung von Gleichung (4.7) nicht mehr moglich ist. Stattdessen mufl die
Prozedur, die bei £k = 1 zweimal durchgefithrt wurde, nun fiir jede Komponente w-
mal vollzogen werden. Ich werde also zunéchst fiir jede natiirliche Zahl n eine k-Folge
S™ konstruieren, wobei jede Komponente S}* eine Menge absoluter Teilintervalle von ¢;
sein wird. Diese Definition wird induktiv iiber n durchgefiihrt. Der Induktionsanfang ist
SY = {¢;} fiir jedes i < k. Wihrend der Induktion sollen simultan folgende Eigenschaften
bewiesen werden:

(i) Jedes S ist eine endliche Menge absoluter Teilintervalle der Elemente von S/~
fiir jedes ¢ < k und jedes m > 1.

(i) Jedes Element von S!"~' hat mindestens ein Teilintervall in S™ fiir jedes i < k
und jedes m > 1.

(iii) Die Elemente von S sind paarweise disjunkt fiir jedes i < k und jedes m > 1.

(iv) Ist r € [].S™ ! eine k-Folge absoluter Intervalle und ist G eine endliche Menge,
die aus jedem absoluten Intervall aus |JNb(S™) genau ein Element enthélt, dann
folgen

Adh)|heJ[(rnG)}rel und A{dh)'|he][(nNG)}el.

i<k i<k
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(Im Original [Hal.é71] von Halpern und Lévy wird in Bedingung (ii) sogar die Existenz
von zwes Teilintervallen gefordert. Doch diese Eigenschaft kann meines Erachtens nicht
bewiesen werden, sie ist auch im weiteren Beweis nicht nétig.) Die Hierarchie, die ich
jetzt aufbauen will, soll also so aussehen:

s{C1--C1 CJ-Cas{rJ1--C1 -]

s | | | si{ | | |

\ : ] g \

Beim Induktionsanfang n = 0 ist nur der Fall (iii) zu priifen, der zutrifft, da nach
Voraussetzung die ¢;’s paarweise disjunkt sind. Ich nehme jetzt also an, dafl fiir ein
festes n alle k-Folge S™ , m < n bereits definiert sind und (i) — (iv) auf diese S™’s
zutreffen. Dann konstruiere ich S"™' und beweise (i) — (iv) auch fiir S™!.

Geméif (i) ist jede Komponente S der k-Folge S™ eine Menge absoluter Teilintervalle
von ¢;. Sei r € [[S™ beliebig, aber fest gew&hlt. r ist dann eine k-Folge absoluter
Intervalle mit [Tr C [Tc, und es gilt wegen (4.9)

he[[r=d(h)e B\IAd(h)"'€B\I. (4.10)

Man betrachte nun das Ideal J, das von I U {d(h)|h € []r} erzeugt wird. Da jedes
absolute Intervall r; nach Korollar 4.15 in Ly liegt, liegen mit Axiom (iii) und Lemma
4.12 auch die Paare (i,7;) und schlieBlich die k-Folge r in L;. Mit Lemma 4.14 gilt
somit auch J € Ly . Da aber wegen (4.10) nun J D [ gilt, mufl bereits J = B, also
T € J gelten. Wie im Fall £ = 1 erhélt man eine endliche Menge G’ (r) C []r mit
ANd(h)t|h € GY(r)} € I. Analog erhiilt man, wenn man das von I U {d(h)*|h € []r}
betrachtet, eine endliche Menge G45(r) C [Tr mit A{d(h)|h € G5(r)} € I. Setze nun
G'(r) = U{Nb(h) |h € GY(r)} UU{Nb(h) [h € G5(r)}. Die Elemente h von G’(r) sind
k-Folgen von Elementen aus b, also ist G’(r) eine endliche Teilmenge von JNb(r) C b
und enthélt nach Konstruktion aus jedem r; mindestens ein Element. Nun setze ich

G =\ J{G () |re]]5"}.

G’ ist damit eine endliche Teilmenge von b, die aus jedem Element von [J{Nb(S™)}
mindestens ein Element enthilt. Es gilt GY(r) C [I,(r: N G") fiir j = 1,2, aufgrund
der Definition von G(r) folgt damit

re[1S" = A{dh)t|he[lix(rinG)}el
A Ad(h) | h € TLon(rinG')} € I (4.11)

Ahnlich, wie man nach (4.10) r € L; erkannt hat, sieht man nun, dafi auch S™ € Ly gilt.
Die in (4.11) vorkommenden von G’ verschiedenen Mengen sind also alle Elemente aus
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L oder lassen sich mit Mengen aus L; beschreiben (dieses trifft insbsondere auch auf
die durch eine Formel der Sprache von SP mit Hilfe von f € Ly beschreibbare Funktion
d(h) zu). Somit kann ich auf (4.11) Korollar 4.9 anwenden und erhalte eine endliche
Folge e, die G’ unterteilt und fiir die

r € [1S™ A |G'] = Vb(e) A (V5 € Vb(e))|G' Nej| = 1 =
Md(h)* [h e Tl (NG} e IAA{d(h) [h e Tl (NG} e T (4.12)

gilt. Man kann zusétzlich noch annehmen, daf jedes e; ein Teilintervall eines der dis-
junkten Intervalle aus [JNb(S™) ist: Jedes e; enthélt ja genau ein Element z aus G,
das wiederum in genau einem Intervall d aus |JNb(S™) liegt. Es folgt also e; C d oder
d C ej, aber im letzteren Fall kann ich dann e; durch d ersetzen.

Nun kann ich endlich S™! definieren: Fiir jedes i < k sei S]'""* = {e;|j € Vb(e) Ae; ist
ein Teilintervall eines der Intervalle aus SP'}. Mit der zusétzlichen Annahme iiber die
e;’s erfiillt S™*! bestimmt die Bedingungen (i), (ii) und (iii). Mit (4.12) wird auch (iv)
erfillt. Ahnlich, wie man bereits S € L ;s gesehen hat, erkennt man, da§ auch S™*! in
L f hegt

Bei der Konstruktion von S™*! habe ich nur endliche Auswahlen getroffen, deswegen
funktioniert sie ohne das Auswahlaxiom. Allerdings ist damit noch nicht gewéhrleistet,
dafl die gesamte w-Folge (S™),c, ohne das Auswahlaxiom konstruiert werden kann. Der
eben gefithrte Beweis sollte deshalb nicht als die Konstruktion von S™*! angesehen
werden, sondern als ein Existenzbeweis fiir eine k-Folge, fiir die (i) — (iv) der Induktion
gelten. Da sich L; nach Lemma 4.6 wohlordnen li83t, definiert man nun S"*! als die
beziiglich dieser Ordnung kleinste Menge, die die Bedingungen (i) — (iv) erfiillt. Man
beachte dabei, dafl jede Menge, auf die (i) zutrifft, mit der {iblichen Argumentation
bereits ein Element von Ly ist.

Nun sind die nétigen Vorbereitungen getroffen, um mit Hilfe von Satz 4.20 die Entspre-
chung von (4.7) aus dem Fall & = 1 herzuleiten. Dazu definiere ich die in der Skizze
angedeuteten Bdume wie folgt: Fiir jedes ¢ < k sei T; = U,,,, S;" und <; sei die Umkeh-
rung der Teilmengenrelation, also s <; t <= t C s. Der n-te Level von 7; = (T}, <;)
ist damit S'. Da T; C Ly fiir jedes ¢ < k gilt, kann man jedes 7T; wohlordnen, womit
natiirlich jedes T; abzéhlbar ist. Damit kann ich nun Satz 4.20 anwenden; sei n die aus
dem Satz resultierende natiirliche Zahl.

Da W = U;cgm<nSi" endlich ist, erhalte ich eine Auswahlfunktion H auf W, d. h.
H(s) € s fiir jedes s € W. Fiir jedes ¢ < k sei nun y; = {H(s)|s € U<, 5"} und
Y = (¥;)i<k. Ich mochte zeigen, daf fiir jedes z C ]y

A{d(h)|h €z} € I oder A{d(h)"|he]]y\z} el (4.13)

gilt. Aus (4.13) kann man genau wie aus (4.7) einen Widerspruch herleiten, wenn man
dort y durch [Ty und A durch h ersetzt. Also ist nur noch (4.13) zu zeigen.

Sei also z C [Ty. Die Entsprechungen von z und [Jy \ z in dem Produkt [],., Z; der
Baume 7; sind

Q1 ={g € [[(Tiln) | (H(g0), - -, H(gr-1)) € 2} und Q> = [[(TiIn) \ Q1 -

i<k i<k
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Nach Voraussetzung enthélt Q) oder @)y eine (m,1)-Matrix V fiir ein m < n. Ich
betrachte zundchst den Fall V' C Q. Sei also V =[], A;, wobei A; eine (m, 1)-dichte
Menge in T; ist fiir jedes i < k. Das heifit, daf§ fiir jedes i < k ein Intervall t; € S
existiert, so da zu jedem oberen Nachbarknoten s von t; (d. h. s € S"™! und s C t;)
ein r € A; existiert, das oberhalb von s liegt (also r C s). Auf der (m + 1)-ten Ebene
von [[,.; 7;, also auf UNb(S™!) definiere ich wie folgt eine Auswahlfunktion ¢: Ist
s € S/"*! ein oberer Nachbar von t;, so sei q(s) = H(r) fiir ein r € A; mit s <; 7, sonst
sei q(s) € s beliebig. Sei G = {q(s)|s € UNb(S™)}. Nun gilt nach (iv) fiir den Fall

m + 1:
A{dh) [he [[&:nG)}el. (4.14)
i<k
Ich mochte [T, (t;NG) C z zeigen, denn dann folgt mit (4.14) sofort \/{d(h) |h € z} € I,
was wiederum ein Fall aus (4.13) ist.

Sei also h € [[icx(t; N G), d. h. h; € t; NG fiir jedes i < k. Sei i < k beliebig,
aber fest. Nach Definition von G folgt h; = q(s;) fiir ein s; € UNb(S™!). Da q eine
Auswahlfunktion ist, d. h. es gilt h; € s;, folgt h; € s; Nt;, womit wegen (i) und
(iii) s; ein oberer Nachbar von ¢; sein mufl. Aufgrund der Definition von ¢ folgt nun
hi = q(s;) = H(r;) fur ein r; € A;. Insgesamt gilt nun h = (H(rg),..., H(rg_1)) mit
r(ro,...,76-1) € [Liex 4Ai € Q1. Aufgrund der Definition von @ (Q; entsprach ja im
Grunde z) folgt nun h € z. Damit ist die Inklusion [],_,(; N G) C z bewiesen.

Der zweite Fall V' C Q5 wird fast wie der erste Fall bewiesen. Sei 2z’ =[]y \ z. Dann
folgt nach Definition

Q:={g¢ Q(ﬂ‘n) | (H(g0), .-, H(gr1)) € 2'}.

Nun kann man wie beim ersten Fall mit (Q; anstelle von @; und 2z’ anstelle von z
verfahren. Dort, wo (iv) beim ersten Fall angewandt wurde, um (4.14) zu zeigen, benutzt

man (iv) nun, um
Mdn* e [[(LNG)} e

i<k
herzuleiten. Daraus folgt dann wie im ersten Fall A{d(h)*|h € 2/} € I, was wiederum
(4.13) impliziert. O



Kapitel 5

Die Boolesche Bewertung von SP

Ab jetzt soll bewiesen werden, dafl SP konsistent mit ZF ist. Dazu wird von nun an in
ZF, zusammen mit dem Konstruktibilitdtsaxiom, gearbeitet. Ich werde allerdings aus
Griinden der Einfachheit im folgenden héufig nur von der Theorie ZF sprechen, wenn
ich eigentlich die Theorie ZF+, Konstruktibilitdtsaxiom meine. Dabei beachte man, daf3
das Konstruktibilitdtsaxiomen nur bei sehr wenigen der folgenden Argumentationen ge-
braucht wird. Die entsprechenden Stellen wird der Leser ohne weiteres erkennen. Der
Beweis der Konsistenz nun basiert auf der Methode des Forcing von Cohen, hier in
der von Scott und Solovay entwickelten Variation mit Booleschwertigen Modellen (siehe
[ScSo71]). Dabei wird eigentlich von dem Begriff Modell fiir eine Mengenlehre kein
Gebrauch gemacht; trotzdem werde ich ihn ab und zu benutzen, wenn ich die Beweisin-
tentionen zu erkléren versuche. Dann ist aber das Wort Modell rein metasprachlich zu
verstehen und nicht z. B. als prézise definierter Begriff im Sinne der Modelltheorie.

Da ich jetzt in ZF iiber £ und SP ,rede“, denke man sich am besten auch die Sprache
SP godelisiert, dhnlich wie es bereits mit £ geschehen ist. Auf den Ausdriicken ¢ von £
wird eine Funktion ||¢||, eine Bewertung, definiert, die der Funktion den(¢, f) in einem
gewissen Sinne dhnlich ist. Der Wertebereich von || || wird eine (natiirlich in ZF) fest
vorgegebene, vollstindige Boolesche Algebra B = (B, A,V,-, L, T) sein. Aufbauend auf
diese Funktion werden dann auch die Sétze von SP bewertet werden. Die Bewertung
kann dann so interpretiert werden, dafl B eine ganze Menge von Wahrheitswerten ist,
die zwischen ,falsch“, d. h. L, und ,wahr“, d. h. T, liegen. Um letztendlich daraus
eine zweiwertige Bewertung zu schaffen, kénnte man die Boolesche Algebra mit einem
bestimmten, einem sogenannten generischen Ultrafilter durchfaktorisieren. Doch da
man diese Ultrafilter in ZF nicht genau ,kennt“, kann man in ZF die Wahrheit von
Sétzen, die nicht gerade mit L oder T bewertet werden, nicht immer entscheiden. Doch
diese Dinge mochte ich nicht weiter ausfiihren, da ich sie in dieser Arbeit nicht benétigen
werde.

In der nun folgenden Interpretation von SP soll nun S die Klasse V' aller Mengen meines
Modell von ZF sein, also ist jede ,echte“ Menge x eine Standardmenge von SP mit dem
Namen x. F sei eine Funktion, die On auf V' abbildet; ein derartiges F' gibt es aufgrund
des Konstruktibilitdtsaxioms. Das ist natiirlich nicht so zu verstehen, dafl in SP die

63
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Aussagen S =V oder ,F ist eine Funktion von On auf V* beweisbar sind, sie sind in
SP sogar nachweislich zu widerlegen (siehe z. B. Satz 4.2). Die Interpretation von S
und F' in ZF gehen stattdessen vor allem an zwei Stellen ein:

(i) In der Sprache L, iiber die ich auch in ZF Aussagen treffen kann, soll es zu jeder
Menge x von ZF den Namen x geben. Genaugenommen definiere ich in ZF die
Theorien £ und SP und mache in ZF Aussagen iiber sie, und bei der Definition
von L wird zu jeder Menge x sein Konstantensymbol x in die Sprache von L
aufgenommen.

(ii) In Definition 5.2 tauchen die Terme Vg |lu; = s|| und V,cp ||u; = s|| auf. Da es
sich um Terme von ZF handelt, sind S und F' in ZF zu interpretieren, es handelt
sich dort also bei S um die Allklasse und bei F' um die Funktion von On auf V,
die gemifl Konstruktibilitdtsaxiom existiert.

Die Menge b kann ich natiirlich nicht einfach in ZF angeben, da sie ja eine besondere
Menge von SP ist, vor allem keine Standardmenge. Stattdessen sollen die Konstanten
a; durch eine fest vorgegebene Bewertung beschrieben werden, und b soll aus genau
den a;’s bestehen. Wie das zu verstehen ist, ist wohl am besten in der nun folgenden
Definition nachzuvollziehen.

Noch eine schreibtechnische Bemerkung: Ich werde ab jetzt in der Booleschen Algebra
héufig auf das Zeichen A fiir die Infimumverkniipfung verzichten, weil das im allgemeinen
die Lesbarkeit der Formeln erhoht. So soll z. B. der Term biby fiir by A by stehen.
Diese Abkiirzung steht auch in Ubereinstimmung mit der héufigen Schreibweise der
Infimumverkniipfung als Multiplikation und der Supremumsverkniipfung als Addition,
wobei dann auf das Malzeichen der Multiplikation verzichtet wird. Weiterhin soll bei
Operationen in B der Infimumsoperator A stiarker als der Supremumsoperator V binden,
was auch durch den Verzicht auf das A-Zeichen verdeutlicht wird.

Definition 5.1 Sei a = {a;,,|i,n € w} eine fest vorgegebene Doppelfolge von Ele-
menten der vollstédndigen Booleschen Algebra B (ich werde zur besseren Lesbarkeit im
folgenden Elemente aus der Booleschen Algebra mit gotischen Buchstaben wie a, b, ¢
benennen). Auf der Menge aller Formeln ¢ von £ wird induktiv die Bewertung ||¢||
definiert. In der Definition seien dabei u, v beliebige Terme und ¢, 1) beliebige Formeln
aus L.

lu€all =\ llu=nlap,
new
lwed] = Viu=ai,
€W
luesll = Vlu=t],
tes
lu€ Gazg(@)] =\ Ju=vlllle@)],
A(v)<a
lu=v|| = A llz€u < zecv| mity=max{A(u),\(v)},

Az)<y
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=gl =gl
oVl = lloll VIl
Baze@)l =V llé@)ll.
A(v)<a
Offensichtlich folgen damit [[¢ A ¢[| = [lo[ A |l 5 [Vazd(@)] = Axw<a ll@(v)]] und
lu =] = ||Vyz(x € u <= 2z €v)| (mit v = max{A(u), \(v)}).
Es ist natiirlich zu priifen, daf die Funktion || || wohldefiniert ist. Dazu definiert man

zwei Funktionen A;, Ao auf den Formeln von £ wie folgt: Ist ¢ eine Formel von £ mit
A(¢) = a+1 (man beachte, dal \(¢) immer eine Nachfolgerordinalzahl ist, wenn ¢ eine
atomare Formel ist) und ¢ enthélt eine Teilformel der Form u € v mit A(u) = «, so sei
A (@) = 2. Ist A(¢) = a+ 1, ¢ enthilt keine Teilformel der Form v € v mit A(u) = a,
aber eine Teilformel der Form u = v mit A(u) = « oder A(v) = «a, so sei A\;(¢) = 1. In
allen anderen Fillen sei A\j(¢) = 0. A2(¢) sei die Anzahl der Symbole =,V und 3, von ¢,
die in keinem Aussonderungsterm in ¢ auftreten. Es gilt nun mit diesen Definitionen:

(i) In jedem Fall aus Definition 5.1 treten bei der Definition von ||¢|| nur Ausdriicke
Y auf mit A\(¢p) < A(¢). Gilt dabei sogar A\(¢p) = A(¢), so folgt dann entweder

/\1(’I7ZJ> < )\1(¢> oder )\1(’@/)) = )\1(¢> und /\Q(lﬂ) < )\2(¢)

(ii) Die Klasse aller Formeln ¢ von £ mit A(¢) < « ist eine Menge.

Damit wird || || definiert per Induktion iiber die (linksseitige) lexikographische Ordnung
tiber die Tripel (A(¢), A1(¢), A2(¢)). Die Menge der Vorgénger einer Formel ¢ ist dabei
wegen (ii) eine Menge. Somit kann man ||¢|| auf eindeutige Weise fiir jede Formel ¢
definieren.

Mit Hilfe der Bewertung || || mochte ich nun eine Bewertung auf der Menge aller Sétze
von SP definieren. Die Einschrinkung auf Sdtze (statt Formeln) ist offensichtlich se-
kundér, da man zu jeder Formel den Allabschlufl betrachten kann. Der Zweck der
Sprache L ist, dafl sie Namen fiir die Elemente des Universums von SP bereitstellt, wie
man an Axiom (vi) erkennt. Die Terme von L sind gewissermaflen Konstantensymbole
fiir die Mengen des Universums von SP (syntaktisch gesehen offenkundig falsch, da hier
eine eigentlich unerlaubte Mischung der Sprachebenen stattfindet, aber die Intention ist
zu erkennen), so daf} es naheliegt, die freien Variablen von Formeln aus SP durch Terme
aus L zu substituieren. Dieses geschieht in ZF syntaktisch korrekt auf folgende Weise:

Definition 5.2 Zu jeder Formel ® aus SP mit den freien Variablen z;,,...,z;, ordne
ich einen Term 74 aus ZF mit den freien Variablen w;,, ..., u;, zu, in die Terme aus 7L
eingesetzt werden konnen (7o hat auch zwei weitere freie Variablen, in die dann B und
a={a;,|i,n € w} eingesetzt werden, aber die vernachlédssige ich hier, da B und a fest

gewahlt sind). Wie {iblich werde ich von der Notation nicht zwischen Variablen w;, und
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Termen aus TL, durch die diese Variablen substituiert werden, unterscheiden. 74 wird
nun induktiv wie folgt definiert:

TmiEmj(uhuj) sel ||uZ € u]” )
Txi:xj(ui7uj> Sei ||U2 = u]” Y

TS(z;) S€I \/ |lu; =s||,
seS

Tr@y sei \/ [lu; =s].
scF

Wenn @ eine atomare Formel ist, die b enthélt, wird 7 natiirlich entsprechend definiert.
Die weitere Induktion liegt nahe:

oo (Ui s oy ug,) sei To(Ugyy .oy ug,)t
Tovw (Wiyy -y ti,) sel To(Wiyy .oy wi,) V 7o (U, ..oy u;,),
Tonw (Wiyy ooy ty,) sel To(wiy, .. wi) ATe(Uy, ... u;,),
Tﬂxjé(a:j,xil,...,xin)(uil7-~-7uin) sel \/ T@(uﬁuil?"'?uin)?

u; € TL
Ty @ (e iy i) (Uigs -+ Wiy, ) SEI N To(us, i, u,)
u; € TL

Es werden natiirlich analog auch noch 74— ¢ und 7¢. ¢ definiert. Dieses ist hier notig,
da ich, im Gegensatz zur Sprache von L, in der Sprache von SP noch die Junktoren A,
—, <= und den Quantor V als eigene Zeichen zur Verfiigung habe. Ich hétte natiirlich
bei einer eingeschréinkten Definition meines Pradikatenkalkiils darauf verzichten kénnen.

Die Schreibweise 7¢(u;,, . - ., u;,) ist unnotig kompliziert; ich werde stattdessen die sug-
gestivere Schreibweise ||®(u;,,...,u;, )|| benutzen. Das ist auf den ersten Blick nicht
eindeutig, wie ich an einem Beispiel zeigen mochte. Fiir 7,40, (u, v, u) schreibe ich
|lu € v Av = ul|. Doch das kann auch fiir die Operation || ||, angewendet auf die Formel
u € vAv =u aus L (statt aus SP) stehen, oder auch fiir 7,cypy—s(u, v). Doch man kann
sich leicht iiberlegen, daf in allen drei Fillen der Wert ||ju € v A v = ul| aus B derselbe
ist, womit diese Mehrdeutigkeit zu keinen ernsthaften Schwierigkeiten fithrt. Um dieses
zu prézisieren, miiite man diverse Lemmata beweisen, doch auf diesen Aufwand mochte
ich hier verzichten, da es schlieflich auch nicht essentiell zum Versténdnis des folgenden
beitragt. Man kann sich also immer beim Lesen eines Ausdrucks || ®(vy,...,v,)| eine
bestimmte Interpretation vorstellen, wenn man nicht vergifit, dafl diese Interpretation
nicht zwingend ist. Ich werde im folgenden, wie allgemein iiblich, fiir eine Formel ®
mit den freien Variablen z;,,...,z;, den Ausdruck ||®(u;,,...,u;,)|| hdufig durch ||®||
abkiirzen.

Die néchsten Lemmata, die ich jetzt beweisen mochte, zeigen, dafl die Bewertung der
Sétze von SP mit dem Pradikatenkalkiil vertréglich ist. Das ist wie folgt zu verstehen:
Die Elemente von B kann man als Wahrheitswerte zwischen ,falsch“ (= 1) und , wahr*
(= T) interpretieren. Ein Satz ¥ ist also ,wahrer” als ein Satz ®, wenn ||[U| > ||®||
gilt (dabei beachte man, da§ || V| > ||®|| genau dann gilt, wenn || = ¥|| = T gilt).
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Diese Eigenschaft soll sich auch bei formalen Ableitungen widerspiegeln, d. h. wenn ¥
in SP aus ® herleitbar ist, d. h. wenn gemé&fi Deduktionstheorem ® = W herleitbar
ist, so sollte dementsprechend ||¥| > ||®|| gelten. Weiterhin sollen natiirlich auch die
Axiome des Pradikatenkalkiils giiltig sein, d. h. die Bewertung T erhalten. Dafl diese
Eigenschaften auf || || zutreffen, wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels gezeigt.

Lemma 5.3 (i) Ist ® eine logisch giiltige Formel im Prddikatenkalkiil erster Stufe ohne
die Gleichheitsrelation (aber mit Prddikaten), so gilt ||®| = T.

(ii) Wird ¥ von ® im Pradikatenkalkil erster Stufe ohne Gleichheit impliziert, so gilt
[ < 1%

Beweis: (i) Es ist zu zeigen, daf die aussagenlogischen Axiome sowie die Axiome, die
die Quantoren betreffen, mit T bewertet werden, und dafl die beiden Schlufiregeln von
(bzgl. || ||) giiltigen Formeln zu giiltigen Formeln fithren. Da man die Bewertung || || nur
fiir Sétze definiert hat, betrachtet man bei Formeln natiirlich immer den entsprechenden
AllabschlusB.

Die Giiltigkeit der aussagenlogischen Axiome ist Aufgrund der Definition von || || bei
Junktoren klar. Ich betrachte also nun die vier Axiome, die die Quantoren betreffen.

J-Ax1: Es sei n > 1, k so gewahlt, daf3 alle freien Variablen unter vy, ..., v, vorkommen.
Seien uq, ..., u, Terme. Dann folgt:

U .
fotun ool = o )it )

U.
< \/ ”¢<U;>(U1,-~-Uk1,U,Uk+1,-~-aun)|’

ueTL
Def. || ||

H3%¢<Z>UMV~WU0H

Damit folgt ||o(ui, ..., u,) = qﬁ(:)’k) (ug,...,u,)|| = T, also geméf der Definition von
||| auch Yoy ... Yon (¢ = Foeg (%)) = T.

Uk
3-Ax2: Da es in der Sprache von SP keine Funktionssymbole gibt, ist hier nichts zu
zeigen.

3-Ax3: Es sei n wieder so gewahlt, daf alle freien Variablen unter vy, ..., v, vorkommen,
und seien uq, ..., u, Terme. Es folgt

||¢(U1,,Un>|| S \/ ||¢(U1,...,Ui_1,u,ui+1,...,Un)H
ueTL

= [Guid)(u, ..., un)ll
Ebenso wie bei dem ersten Axiom folgt nun ||Vv; ... Vv, (¢ = Ju;0)|| = T.

V-Ax: Die Giiltigkeit dieses Axioms folgt sofort aus den unendlichen De-Morganschen
Gesetzen, die in B giiltig sind.
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Zu den Schlufliregeln: Seien ¢ und ¢ = 1 Formeln mit der Bewertung T, sei n so

gewihlt, dafl alle freien Variablen von ¢ und ¢ unter vy, ..., v, vorkommen, und seien
Uy, ..., u, Terme. Es gilt nun ||¢p(uy,...,u,)|| = T sowie ||[(¢ = ¥)(u1,...,u,)|| = T.
Damit folgt:
[, un)ll = [p(ur, - oun) IV [ (un, - u) |
= (¢ = ¥)(us, ..., u)
= T.

Folglich erhélt ¢ die Bewertung T, womit mit dem Modus Ponens aus giiltigen Formeln
nur giiltige Formeln abgeleitet werden koénnen.

Zur 3-Regel: Es seien ¢ und v Formeln und v; eine in v nicht frei vorkommende Variable,
und es habe ¢ = ¢ die Bewertung T. Sei n > i wieder so gewahlt, daf§ alle freien
Variablen von ¢ und ¢ unter vy,...,v, vorkommen, und seien uq,...,u, Terme. Es
folgt:

1(Fvio = P)(ur, -, un) |
= Qi) (ur, ) FV [, )|
= ( \/ qu(ulw"?uifhu? uiJrl?"'vun)”)l \% ”w(ub;un)”

ueTL

- /\ (|‘¢(u17 ey Ui 1, Uy Uig 1, - - wun)Hl Vv ”'lp(ul, .. ,un)H)

ueTL

Vor.
= /\ (”¢(u17 sy U1, Uy Uit 1 - - - 7u7l>||l v ||'I7Z}('Uq, sy Uj—1y Uy Uit 1,y - - ,Un)H)
ueTL

/\ H((b — w)(ul, ceey U1, Us Ui 1,y - - ,'I,Ln)H

ueTL

Vg. /\ T

u€TL
= T

Somit fithrt auch die 3-Regel wieder nur zu giiltigen Formeln. Also erhalten alle Formeln,
die im Préadikatenkalkiil ohne Gleichheit hergeleitet werden konnen, die Bewertung T.
(ii) folgt sofort mit dem Deduktionstheorem aus (i). O

Lemma 5.4 (i) |[u=u|| = |Vz(z =2)||=T.
(i) |[VaVy(x =y <= y=2)||=T.

Beweis: (i) Sei v = A(u). Dann folgt [[u = u| = A\p)<y v € u = v € ul =
Mw)y<y T = T. Damit gilt auch ||[Vz(z = z)|| = Ayers lu =u| = T.

(ii) Sei v = max{A(u), A(v)}. Dann folgt [lu = v|| = Ayw)<, lw € u <= w €| =
Mw)<y lw € v <= w € ul| = [Jv = ul|. Damit folgt |u =v <= v=ul =T, also
auch wie in (i): |VaVy(z =y <= y=2)|| =T. O

Lemma 5.5 te s = |tes||=T.
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Beweis: Mit 5.4(i) folgt: ||t € s|| = V,es [t =10 >t =t|=T. O

ues |

Lemma 5.6 (i) [[tes||# L =1tecs.
(i) t=s||# L =t=s.

Beweis: Mittels Induktion iiber p(s) beweist man:

Vi(p(t) < p(s)AN|tes||#L=1tes)
A VEp(t) <p(s) At =s|# L= 1=5)
N Yi(p(t) < p(s)N|set|#L=s€ct). (5.1)

Es gelte (5.1) fiir jedes o < p(s). Ich beweise nun nacheinander die drei Teilformeln von
(5.1).

(i) Es gilt ||t € s|| = Vues ||t = u]|, also gilt ||t = u|| # L fiir ein u € s. Es ist dann
p(u) < p(s) und p(t) < p(s). Damit kann man auf ||t = ul| die Induktionsvoraussetzung
anwenden und erhélt ¢ = u. Also folgt ¢ € s.

(ii) Sei v = p(s). Es gilt [t = s|| = Ay« llv €t <= v € s|. Ich mochte ¢t C s
zeigen, sei also v € t. Es folgt dann ||[v et <= v €s| # L (sonst [t =s] = 1)
und p(v) < p(t) < p(s). Da mit Lemma 5.5 ||v € t|| = T gilt, folgt ||v € s|| # L. Nach
dem eben bewiesenen Teil (i) folgt damit v € s, was zu zeigen war. Die umgekehrte
Inklusion s C t wird analog bewiesen.

(iii) Es ist ||s € t|| = Vyuerlls = ul|. Sei also ||s = u|| # L fir ein u € t. Wegen
p(u) < p(t) < p(s) folgt mit Teil (ii) s = u, also s € ¢.

Damit ist (5.1) bewiesen, womit offenbar sofort die Aussage des Lemmas folgt. O

Lemma 5.7 (i) ||lw € u| ||lu=v| < ||lw € v, falls A(w) < maz{A(u), A(v)}.

(i) ||u = v [|[Vz(x € v <= z € w)| < |Ju=w|, falls \(w) < maz{A(u), A(v)} .

(Die Einschrinkungen fir A(w) gelten nur noch in diesem Lemma, im ndchsten Lemma
wird gezeigt, daff man auf sie verzichten kann.)

Beweis: (i) Sei v = max{A(u), A(v)}. Dann gilt A(w) < 7, also

|lw e u||||lu=v|]| = |weu| /\ |z € u <= z €
Az)<y

lweu| ||lweu <= wen|

= Jlw e ull[w el

< Jweo.

(ii) Seien v; = max{A(u), A(v)} und v = max{A(u), A(w)}. Geméafl Vorraussetzung gilt
also v < ~;. Damit folgt:
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lu=v||Vz(z evezew)| = N |lrcuszer| A\ lzevesecuwl
Alx)<m z€TL
N (lzeuvsze||zcvezcuw|)
Az)<7
N llzeuvszecu|
Ax)<2
lu = wll =

IN - IA

Lemma 5.8 (i) |VaVyVz(z e s Nz =y=z€cy)||=T.
(ii) |VaVy(x =y <= Vz(z €x < z€y))||=T.

Beweis: Ich mochte
Jw € ul| [lu=2| <[w e (5.2)

sowie
|lu =] <||Vz(z € u <= 2z € )| (5.3)

simultan mittels Induktion iiber v = max{A(u), A(v)} zeigen. Aus (5.2) folgt unmittel-
bar (i). In (5.3) gilt die Ungleichung > aufgrund der Definition von || || trivialerweise,
d. h. in (5.3) gilt sogar die Gleichheit.

Angenommen, man hat in einem Induktionsschritt bereits (5.2) fiir v und v bewiesen.
Da man dann in (5.2) auch u und v vertauschen kann, gilt fiir ein beliebiges z dann
lu=2| ]z € ul| < ||z € v| und ||lu = v|| ||z € v|]| < ||z € u||. Das ist dquivalent zu
lu =] < ||z €u= 2z €v|und |[u =v|| < |z € v = 2z € ul|, somit folgt jetzt
lu=v| < ||z € u <= 2z € v||. Daraus kann man dann in diesem Induktionsschritt
die Giiltigkeit von (5.3) erschlieflen. Es ist also bei jedem Induktionsschritt nur die
Giiltigkeit von (5.2) zu zeigen.

(5.2) ist in Lemma 5.7 bereits fiir A(w) < max{A(u),\(v)} = 7 gezeigt worden, man
kann also o. B. d. A. A(w) > X annehmen. Fiir v und v sind jeweils vier Félle zu
betrachten (beide kénnen ein Konstantensymbol der Form s, a; oder b oder auch ein
Abstraktionsterm sein). Zum Gliick stellt sich aber heraus, dafl man die Félle a; oder b
nicht gesondert betrachten muf.

Fall 1: wu ist ein Konstantensymbol s fiir ein s € S.

Fall 1.1: v ist ein Konstantensymbol r. Gilt r # s, so folgt ||s = r|| = L nach Lemma
5.6(i), womit auch (5.2) gilt. Im Fall » = s ist nichts zu zeigen.

Fall 1.2: v = $,z¢(x), also insbesondere o < 7. Sei t € s beliebig, aber fest. Nach
Lemma 5.5 gilt ||t € s|| = T, woraus mit Lemma 5.7(i) dann ||s = v|| < ||t € v|| folgt.
Mit der Induktionsannahme (5.3) schlieBt man

Is=ol < [teuv]

PN 1t = ml| o(m)]

A(m)<a

< V Vz(z et = zem)|[om)]. (5.4)

A(m)<a
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Es gelte nun A\(m) < « fiir ein m, also A(m) < a < v < A(w). Mit Hilfe von Lemma
5.7(ii) folgt ||lw =t|| |Vz(x € t <= 2z € m)| < ||lw = m||. Daraus schlieft man nun

Def. || |
=" Viw=t|lls=1|

tes

V V lw=t]|vaz et < zem)|lé(m)]

tes A(m)<a

V Vo llw=m|ll¢(m)]

tes A(m)<a

Vo llw=mll l¢(m)]

A(m)<a

lw € sl |Is = v

=
|/\£

NG

PL 1w e o)

Fall 1.3: Der Fall v = q; fiir ein 7 € w unterscheidet sich nur in Details vom Fall
v = Qaxp(x). Es gilt w < 7. Fiir jedes t € s folgt wieder ||s = v|| < ||t € v||. Mit der
Induktionsannahme (5.3) schlieft man

Is=wvl < [teq]

Def.:|| Il \/ ||t — nHui,n
new
v
<V Ve et <= zen)|a,. (5.5)
new

Es gelte nun n € w fiir ein n, also A(n) < w <y < A(w). Mit Hilfe von Lemma 5.7(ii)
folgt ||w =t|| |Vz(z € t <= x € n)|| < ||lw = n|. Daraus schlieit man nun

Def. || |
lwes|lls=v] =" \]w=t|ls=0v|
tes

(

ot
IN &
S

\/ \/ |lw=t]||[Vz(x €t <= z €n)|a;,

tes new

V'V llw = nllai,

teEs ncw

=V lw=nla,

new

193]

NG

P € o)

Fall 1.4: v = b. Auch dieser Beweis ist ahnlich wie Fall 1.2 oder Fall 1.3 durchzufiihren.
Aus diesem Grund werde ich im folgenden auf diese beiden Félle (auch bei u, also u = a;
oder u = b) verzichten, womit insgesamt nur noch zwei Fallunterscheidungen zu machen
sind.

Fall 2: u = $pxyp(z). Sel m beliebig, aber fest mit A(m) < 8. Dann folgt ||¢o(m)| <

Vaw<s [m = nll [[(n)] "= jm € ull. Da A(m) < 8 < 4, gilt mit Lemma 5.7(i) auch
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|m € ul| ||lu=v|| < ||m € v||. Daraus folgt insgesamt:

Det. || |
Jw € ull lu=v|] —= Vo w=m| [[(m)]] [lu= |
A(m)<p
<V llw=m||meulu=o
A(m)<p
Sy Jw=mllme. (5.6)
A(m)<p

Fall 2.1.: v =r fiir ein r € S. Fiir jedes m mit A(m) < f gilt aufgrund der Indukti-
onsvoraussetzung ||m € v|| = Ve, [[m = t|| = Vi, [|[VZ(x € m < x € t)|. Fiir jedes
t € r folgt mit Lemma 5.7(ii) weiterhin ||w = m|| |Vz(z € m < z € t)|| < ||t = w|,
da A(t) < AM(v) < A(w) gilt. Damit folgt insgesamt:

9
=
=

Jweu|lu=vl| < Vo lm €| lw =m]|
A(m<g

\/ \/ IVx(x € m <= x €t)| ||w=m]
Am)<p ter

V Vit=w|

A(m)<p ter

w
[

193]

ING

PE e e

Fall 2.2: v = $ x¢(x). Fiir jedes m mit A(m) < g gilt aufgrund der Induktionsvoraus-
setzung [[m € v[| = Vipy<a [lm = nll [|0(n)|| = Vim)<a [Ve(z € m <=2 € n)| |p(n)]].
Gilt weiterhin A\(n) < « fiir ein n, so folgt mit Lemma 5.7(ii) und A\(n) < a < < A(w)
dann [|[w = m| |Vz(z € m <= =z € n)|| < ||lw = n||. Somit kann man insgesamt
schlieflen:
6
lw e ul flu=wf < Vo llme | lw=m]
A(m)<p

VoV llw=m||vVe(z em < x€n)|[on)]
A(m)<B A(n)<a

VoV llw=n]lleém)]

A(m)<B A(n)<a
|w € vl . D

—
ot

w
[

w

NS

Def. || |

Lemma 5.9 Es gelten

(i) |lu="v] ||lv=wl| <|lu=w|, also |VaVyVz(z =yANy=2z=—=z=2)|| =T,
(ii) ||u =] ||[v e w| <||lue€w|, also |VaVyVz(zr =yANx €z =y € 2)|| =T,
(i) |lu= ol |S)[ < [S(w)l, also [[V2Vy(z = y A S(z) = S))| =T und
(i) lu= vl |[F()[| < |F(u)l, also [VaVy(z =y A F(z) = F(y)| =T .
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Beweis: (i) Es gilt mit (5.3) aus Lemma 5.8:

(5.3)

[V (
< vl
< |Vz(rzr eu <= z € w)|

)
= |lu=u]

|lu = vl ||[v=w| rTEU <= x| ||Ve(r€v <= z €w)

TEULESTEVANTEVE T E W)

o
W

(

Der zweite Teil von (i) folgt unmittelbar aus dem ersten.
(ii) Sei zunéchst w = a; fiir ein ¢ € w. Dann folgt:

Def. || ||
lu=vllveal ="\ fju=ol|v=n]ai,
new
(1)
<\ lu=na,
new
PL e ay)

Die weiteren Félle w = b, w = s oder w = {,x¢(x) werden analog bewiesen. Also gilt
lu= vl [[vewl] <uew].

(if) Bs gilt: lu=vAS@)| "\ fu=oll o=
6 seS
< Viu=s|
seS
P s )]
(iv) wird genau wie (iii) bewiesen. O

Satz 5.10 Ist ® ein im Prddikatenkalkiil erster Stufe mit Gleichheit herleitbarer Satz,
so gilt ||®|| = T. Ist ¥ im Pradikatenkalkil erster Stufe mit Gleichheit aus ® herleitbar,
so gilt || @ < [ ¥]].

Beweis: Folgt sofort aus den Lemmata 5.3, 5.8 und 5.9. O

Ich werde nun in den folgenden Kapiteln beweisen, dafl jedes Axiom von SP die Bewer-
tung T erhélt. Wie ich bereits erwéhnte, kann man sich vorstellen, ein Modell von SP
durch Adjunktion von b zu einem Standardmodell der Mengenlehre zu erhalten. Dieses
Modell kénnte man so konstruieren, dafl man die die Boolesche Algebra B durch einen
generischen Ultrafilter durchfaktorisiert, um so eine zweiwertige Bewertung der Formeln
zu schaffen. Es sind dann in dem neuen Modell gerade die Sétze giiltig, deren Bewertung
in dem generischen Ultrafilter liegen (dieses ist bei géngigen Forcingbeweisen, die mit
diesen Filtern arbeiten, eines von zwei wesentlichen Resultaten). Man kann nun diesen
generischen Ultrafilter aber nicht in dem Standardmodell konstruieren (man kann sogar
zeigen, daB es ihn im Standardmodell gar nicht gibt), also kann man die Giiltigkeit von
Sédtzen in SP im allgemeinen nicht schon in dem Standardmodell entscheiden. Dieses
klappt nur, wenn die Sédtze mit T oder L bewertet werden, da T in jedem und L in
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keinem Filter liegt. Also weis man von Séatzen, die mit T bewertet werden, daf} sie
in dem Modell von SP giiltig sind, und von Séatzen, die mit | bewertet werden, dafl
sie ungiiltig sind. Ich mochte dieses imaginire Modell von SP mit A bezeichnen und
werde im folgenden Schreibweisen wie z. B. ,ein Satz ist in NV giiltig* benutzen. Diese
Schreibweise kann man zwar intuitiv wortgetreu interpretieren, sie ist letztendlich nur
eine Umschreibung der Aussage, dafi der Satz die Bewertung T erhélt.

Ich werde weiterhin des 6fteren Aussagen iiber Bewertungen von Formeln mittels In-
duktion iiber den Aufbau von Formeln beweisen. Aufgrund von Satz 5.10 reicht es bei
diesen Beweisen nun aus, bei den Induktionsschritten nur die Junktoren — und V sowie
den 3-Quantor zu betrachten.



Kapitel 6

Die Bewertung der Axiome von ZF

In diesem Kapitel mochte ich zeigen, daf§ das Axiom (i) von SP, also jedes Axiom von
ZF in N giiltig ist. Es ist also ||®| = T fiir jedes dieser Axiome zu zeigen. Fiir das
Extensionalitétsaxiom ist das bereits in Lemma 5.8(ii) geschehen.

Lemma 6.1 Seien u,v Terme und sei 6 > A(v). Dann folgt:

lwevl= "V llu=wllwev< V Ju=uw].
Aw)<d Aw)<d

Beweis: Die Ungleichung in dem Satz gilt trivialerweise. Die <-Beziehung der Glei-
chung gilt aufgrund der Definition von |lu € v||. Die >-Beziehung folgt sofort aus
|lu € v|| > ||u = w| ||w € v||, was aufgrund von Lemma 5.9 gilt. O

Satz 6.2 (Vereinigungsmengenaxiom)
Das Vereinigungsmengenaziom Vr3yVaVi(t € 2 Nz € x =t € y) ist in N giiltig.

Beweis: Fiir jedes u € TL ist |FyVaVi(t € 2Nz € u =t € y)|| = T zu zeigen.
Sei @ = A(u) und v = $ux(z = x). Es reicht [|[w € m]||m € u|| < |Jw € v fiir alle
w,m € TL zu zeigen. Gemif Lemma 6.1 gilt

Imeul< \  [m=m],
A(m/)<a

also folgt mit den Lemmata 5.8(i) und 6.1 nun

Lem. 6.1 Lem. 5.8
Jweml|[meu]| < Vo llwem|[m=m] < Vo llwen|
A(m/)<a A(m/)<a
Lem. 6.1 , ,
< V Voo fw=vw] < Vo lw=|
A(m/)<a A(w’)<A(m') Aw)<a
= V o w=vlw=v]| = [weo|. O
Aw')<e

75
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Satz 6.3 (Potenzmengenaxiom)
Das Potenzmengenaziom Vr3yWz(z C x = z € y) ist in N giiltig.

Beweis: Fiir jedes u € TL ist ||FyVz(z Cu = z € y)|| = T zu zeigen. Sei o = A\(u)
und a = {v € TL| A(v) < a} U {u}. Fiir jedes w € TL setzt man

a — B
fur I {HvEuH : fallsv #u (6.1)

|lw Cul| : fallsv=u
Zuerst mochte ich zeigen, daf fiir beliebige w,w’ € TL die Implikation
fo =t = v Cull v Cull < [lw=2u| (6.2)
gilt. Es gelte also f,, = f.; weiterhin sei v € TL. Mit Lemma 6.1 und Satz 5.10 folgt

lveul < V llv=m|
A(m)<a

T \) Yo =ml||m € w < m e ||

A(m)<a

Satz 5.10

T V vew<<=nved|
A(m)<a

= ||vew<=veu|.

Damit gilt ||Vz(z € u = (v € w <= 2z € w’))|| = T. Aus der Formel in || || kann man
mit dem Extensionalititsaxiom die Formel w C uAw’ C u = w = w' herleiten. Somit
gilt gemaf Satz 5.10 nun

lwCunw Cu=—sw=u=T,

woraus sofort (6.2) folgt.

Fiir jede Funktion f,, existiert natiirlich ein w’ mit f,, = f,/, so dafl A(w’) minimal ist.
Da aber {f,|w € TL} C B® eine Menge ist, kann man zu all diesen minimalen A(w’)’s
eine obere Schranke  finden, d. h. zu jedem w € TL existiert ein w’ € TL mit f,, = fur
und A\(w’) < «. Nun setzt man

t=a(r=2x).

Der Satz ist bewiesen, wenn man ||lw C u|| < ||w € t|| fiir jeden Term w zeigen kann.
Sei also w € TL, dann existiert ein w’ € TL mit f, = f,» und A(w’) < . Nach Wahl
von w' folgt ||w’ € t|| = T, woraus mit (6.1) nun

fw:fw/
="

(6.2)
Jw € u] wCul o Cull < Jlw=w||lof € t] < et

folgt. a
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Lemma 6.4 Es gelten folgende Aussagen:

(i) Sei I'(x) eine Formel von SP, sei T eine Teilklasse von TL und seic: T — B
eine Funktion, so dafs
Tl =V llu= v

veT
fir jeden Term w gilt. Dann folgen

Ba(T(@) AW(@)]| =\ [1%(0)[ e(v) und

veT

V2 (T(2) = (@)l = A (c(v)™ V[T

veT

(i) Sei I'(z) eine Formel von SP und T eine Teilklasse von TL, so daf ||T'(u)| =
Voer lu=v|| fir jeden Term w gilt. Dann folgen

[B(T(2) A ()] = \/TII‘P(U)H Ve (l(z) = ¥(2)) = /\TII‘IJ(U)
(iii)  |Fz(ze SAU(@)| =\ |[¥E) , |Vo(z e S = U(z))| = /\S||\11
ses s€
(iv) |Pr@esAT@)]=\|vE)| ., [Volzes= Uz ||_/\||qf

Beweis: (i) Da die Formel u = v A ¥(u) dquivalent zu u = v A ¥(v) ist, haben die
beiden Formeln dieselbe Bewertung, d. h. es gilt ||[u = v|| ||V (u)]| = |Ju = v ||¥(v)].
Damit folgt:

BrT@) Aw@)] =V V llu=v]e@)[[¥@)]

ueTLveT

=V (V l=el)e@ @)l

veT “ueTL

= V@) [Tl

veT
Die zweite Gleichung folgt durch einfaches Berechnen aus der ersten.
(ii) folgt aus (i), indem man c¢(v) = T fiir jedes v € TL setzt.

(iii) und (iv) folgen aus (ii). O

Lemma 6.5 (i) Gilt |u =s|| # L, so folgt \(u) > p(s).
(11) Gilt ||s € u|| # L, so folgt AN(u) > p(s).
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Beweis: (i) und (ii) werden simultan mittels transfiniter Induktion iiber A(u) bewiesen.
Seien also (i) und (ii) fiir alle v < A(u) giiltig. Nach Lemma 6.1 gilt

Is€ull= "\ ls=v|llveu].
A(w)<A(u)

Gilt also ||s € ul| # L, so folgt ||s = v|| # L fiir ein v mit A(v) < A(u). Aufgrund der
Induktionsvoraussetzung gilt A(v) > p(s), also folgt (ii).

Gelte nun ||u = s|| # L. Damit folgt ||Vaz(x € s = x € u)| # L gemé&f Lemma 5.8(ii)
und Satz 5.10. Mit Lemma 6.4(iv) gilt ||t € u|| # L fiir jedes t € s. Aufgrund der
Induktionsvoraussetzung folgt A(u) > p(t) fiir jedes t € s, also gilt A(u) > p(s). O

Das néchste Lemma ist von der Aussage mit Lemma 4.11 vergleichbar und zeigt damit
die Ahnlichkeit von den und || || auf.

Lemma 6.6 Sei ®(yi,...,y,) eine Formel von SP und « eine vorgegebene Ordinalzahl.
Dann existiert eine Ordinalzahl § > «, so dafs

101, - s on)l| = llPas(vrs - - vn)

gtiltig ist fir alle vy,...,v, mit AN(v;) < 0 fir jedes 1 < i < n (man beachte, daf hier
Formeln aus den verschiedenen Sprachen L und SP betrachtet werden).

Beweis: Ahnlich wie beim Beweis von Lemma 4.14 definiere ich eine Folge (an)new
von Ordinalzahlen. Sei oy = « und sei A die Menge aller Formeln ¥(z, zq,..., 2),
so da} 32V¥(z, z1,..., 2,) eine Teilformel von ® ist (auch hier ist | von ¥ abhéngig).
Ich definiere nun die Funktion * wie folgt: Fir ¥ € A, wy,...,w; € TL und a €

B sei Fy(wy,...,w;a) die kleinste Ordinalzahl ~, so dal es einen Term wu gibt mit
AMu) = v und ||¥(u,wi,...,w;)|| = a. Falls es keinen sochen Term u gibt, so sei
Fy(wy,...,w;,a) = L. Nun setzt man

B* = sup{Fy(wy,...,w,a)+ 1|V e AANNw),...,\(w) <BANac B}.

Sei o, 11 = max{a,, a’} fir jedes n € w und schlielich § = sup{a, | n € w}. Ich mdchte
nun

[T (ws, .. wp)|| = [[ors(ws, ... w] (6.3)

fiir alle Terme wy, ..., w; mit A(wy), ..., AM(w;) < § und jede Teilformel I' von ® zeigen.
Aus (6.3) folgt mit I' = ® sofort die Aussage des Lemmas.

(6.3) wird induktiv iiber den Aufbau der Teilformeln von ® bewiesen. Fir I' = y € z
oder I' = y = z gilt (6.3) trivialerweise. Fiir I' = S(z) ist ||S(v)|| = ||v € ss|| fur jeden
Term v mit A\(v) < § zu zeigen. Geméfl Lemma 6.5 gilt ||[v = s|| = L fiir jedes s € S
mit p(s) > § > A(v). Damit folgt

ISl =V lv=sl= V lv=sll=]ves.

seS p(s)<é
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Fir I' = F(z) verlauft der Beweis analog. Fir I' = —V¥ oder I' = ¥; vV U, folgt
(6.3) sofort aus der Induktionsvoraussetzung. Seien nun I' = J2¥(z, z1,...,2) und
U, Wi, ..., w; € TL mit A(u), AM(wy), ..., M w;) < 6. Mit der Induktionsvoraussetzung
folgt zundchst die >-Beziehung von (6.3):

Def.
1320 (z,wi, . w)]| D=\ Wy, w)
ueTL
> Vo (u,wi, .. w)]
Alu)<é
I;/ \/ ”(b\p,(;(u,’th...,ZUl)”
Au)<é
Def.
L1352 du sz, wrs . w)])
Um die <-Beziehung zu zeigen, sei nun u € TL beliebig und ¢ = ||V (u, wy,...,w)|.
Wegen A\(wy),...,AM(w;) < § existiert ein n € w mit A(wy),...,\(w;) < «,. Folglich
existiert ein Term «’ mit A\(u') < o < § und |¥(v', wy,...,w;)|| = c¢. Daraus folgt
19 (u,wr,...,w)]| = |8, wy,...,w)|
= qu\lfﬁ(u/?wlv'“?wl)n
Det. || |
HELgZ (]5\1;,5(2, Wiy, wl)H .
Daraus folgt nun die <-Beziehung von (6.3):
Def. s. 0.
1329 (2 wn, w2 W w, )| S 35z dus(zwn, e w)][ . O

ueTL

Satz 6.7 (Aussonderungsaxiom)
Sei W(z) eine Formel von SP, in der y nicht frei vorkommt. Dann ist die Formel
VeIyVz(z € y <= z € x AV(2)) in N ygiiltig.

Beweis: Seien yy,...,y, die in ¥(z) vorkommenden, von z verschiedenen freien Vari-
ablen. Fir u,vy,...,v, € TLsel a > A(u), A(v1), ..., A(v,) gewdhlt. GeméB Lemma 6.6
existiert eine Ordinalzahl § > «, so daf

|V (w, v, ..., 00)|| = [[Pws(w, vy, ..., 0)] (6.4)

gilt fiir jedes w € TL mit A(w) < §. Nun setzt man
v = <>52(Z SKOPA QS\I/ﬁ(Z?'Ul? SRR UN)>

(man beachte, dafl wegen 6 > a > A(u), A(v1),...,A(v,) und aufgrund der Definition
von ¢y s die zur Bildung von v notwendige Bedingung A(z € u A ¢y (2, v1,...,0,)) <6
tatséchlich erfiillt ist). Fiir jeden Term ¢ folgt mit Satz 5.10 und Lemma 6.1 nun

Def. || |

It < wll Vot =wlllw € ull [|¢ws(w,vr, ..., vn)

AMw)<d
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(6.4)
= Vot =wl llw e ull [[¥(w, vy, .., va)
Aw)<d
Satz 5.10
= Vot =wl llw e ul [¥(E v, -, v)l
Aw)<d
= (¥t vl Vo lE=w]lw e ull
Aw)<o
Lem. 6.1
= U (t, v1, ... 00)] ||t € ull,
woraus sofort die Aussage des Satzes folgt. O

Lemma 6.8 Seien w ein Term und ®(x) eine Formel. Dann gelten

Pe@zewne@)] = \V lvewlle@)]  und
A(v)<A(w)
Vo(zew= ()| = A (vewl"V[eW)]).
A(v) <A (w)
Beweis: Geméfl Lemma 6.1 gilt [lu € w|| = V) @)<r@w) v = v[|[[v € w]]. Setzt man in
Lemma 6.4(i) nun x € w fiir I'(z), {v| A(v) < AMw)} fiir T und |jv € w|| fiir ¢(v) ein, so
erhélt man die Aussage dieses Lemmas. O

Satz 6.9 (Ersetzungsaxiom)
Sei U(z,t) eine Formel, in der y nicht frei vorkommt. Dann ist die Ausprdigung des
Ersetzungsazioms VxIyVz[z € v = (FtV(z,t) < ' (' € y AN V(2,t)))] in N giiltig.

Beweis: Seien y, ..., y, die von z und ¢ verschiedenen freien Variablen von ¥(z,¢) und
U, v1,...,0, € TL, sei & = A(u). Ich definiere eine Funktion H : TL x B — On wie folgt:
Fiir v € TL und a € B sei H(v,a) die kleinste Ordinalzahl (3, so daf} es einen Term w
mit A(w) = f und |[|¥(v,w)| = a gibt. Falls es keinen solchen Term w gibt setzt man
H(v,a) = 0. Sei v eine obere Schranke der Menge {H (v,a) + 1| A(v) < a A a € B}.
Nun kann ich v’ = $,x(z = z) setzen. Der Satz ist bewiesen, wenn ich

IVz[z € u = (Tt (2,t) < H'(t' e ' NV (2, )] ||=T (6.5)
gezeigt habe. Sei dazu v ein Term mit A(v) < A(u) = a. Nach Wahl von ~ existiert zu
jedem Term t ein Term ¢’ mit ||¥(v,t)|| = ||¥(v,t)| und A\(¥') < =, also ||’ € /|| =TT.
Damit gilt:

Pt Hl =V ¥
teTL
=V e un (o)
teTL
= |3 e ANU(v, )] (6.6)

Mit Lemma 6.8 148t sich nun (6.5) beweisen:
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IVz[z € u = (3tV(2,t) < FH'(t' € W' ANU(z, )] ||

FESE A (v € ullt VB, 1) <= 3 € ol AT(z, 1))
A(v)<a
=N (weutvT)
Av)<a
= T .

Satz 6.10 (Fundierungsaxiom)
Jede Ausprigung FyW(y) = Jy(¥(y) A =3z(V(2) A z € y)) des Fundierungsazioms ist
in N giiltig.

Beweis: Seien z1,...,x, die von y verschiedenen freien Variablen von ¥(y) und seien
U, ..., u, € TL. Ich kiirze ¥(y, uy,...,u,) durch ¥(y) ab. Damit ist nun ||Jy¥(y)| <
| Fy(U(y) A =32(¥(2) A z € y))|| zu zeigen. Angenommen, diese Ungleichung stimmt
nicht. Dann existiert ein a € B mit al||Jy(V(y) A =3F2(¥(2) Az € y))|| = L und
L <a< 3. Es gilt [3y0m)] = Voery 2], also L < a = Voers a| ()]
Sei nun w ein Term mit a | ¥(w)| > L, so dal A(w) minimal ist. Geméfl Lemma 6.8
gilt
1Fz2(zewnT(2)|= AN |wewnT)].
Alw’) <A(w)

Fiir jedes w' mit A(w') < AM(w) gilt a [|[¥(w')|| = L aufgrund der Minimalitét von \(w).
Damit folgt

a3z ewn @)= Vv ewlal¥(w)]=L.

Alw’) <A (w)

Folglich gilt nun a||¥(w) A =32(z € w A ¥(2))|| = a||¥(w)|| > L und damit sogar
al|Fy(Y(y) A —3z(z € y A¥(z))|| > L, im Widerspruch zur Annahme. O

Das Unendlichkeitsaxiom beweise ich spéter in Satz 7.8. Damit ist nun gezeigt, dafl das
Axiom (i) von SP in N giiltig ist.

Da jetzt die Axiome von ZF in N gelten, kénnen nun auch Formeln ® der erweiterten
Sprache in A/ benutzt werden, auch wenn nicht genau gesagt wird, wie die neu defi-
nierten Symbole in ® nun genau eliminiert werden sollen. Denn wenn man eine Formel
® der erweiterten Sprache auf verschiedene Art und Weisen riickiibersetzt in Formeln
der primitiven Sprache, so werden diese Formeln in ZF &quivalent sein und damit die-
selbe Bewertung erhalten. Somit habe ich nun sogar die Moglichkeit, in Formeln in N
Ausdriicke der deutschen Sprache, wie z. B. ,,z ist transitiv®, zu benutzen.



Kapitel 7

Die Bewertung der Axiome (iii) und
(iv) von SP

In diesem Kapitel mochte ich die Giiltigkeit der Axiome (iii) und (iv) nachweisen. Der
Beweis nutzt vor allem diverse Absolutheitsergebnisse aus, so daf3 ich erst einmal den
Begriff Absolutheit definieren und dessen hier wichtige Konsequenzen nachweisen will.

Definition 7.1 Sei M ein einstelliges Priadikatensymbol. Statt M (z) schreibt man
auch € M. Ist nun ® eine Formel aus ZF, so sei ™) die Formel, die man aus ®
erhélt, indem man jeden Quantor 3z durch (3z € M) (d. h. durch Jz(M(z) A ...))
und entsprechend jeden Quantor Vz durch (Vz € M) (d. h. durch Vz(M(z) = ...))
ersetzt. Nun sei ZF),; das aus folgenden Axiomen bestehende Axiomensystem:

(M1) Alle Axiome von ZF, wobei die Ersetzungs— und Aussonderungsaxiome
auch das Pradikat M enthalten diirfen,

(M2) yeMAzx€y=— x € M (d. h. M ist transitiv) und
(M3) alle Formeln ®™) wobei ® ein Axiom von ZF ist.

Offensichtlich ist fiir jeden Satz ® von ZF nun &™) ein Satz von ZF ;. Eine Formel ®
von ZF nennt man absolut, wenn gilt:

ZFybaxy,... 2, € M = (P(xq,...,2,) <:>®(M)(:1;1,...,xn)).

Man kann M gewissermafien als ein inneres Modell von ZF betrachten. Eine Formel ®
bezieht sich dabei auf das ,,normale grofie“ Modell, und die Relativierung ®®) macht
dieselbe Aussage wie ® fiir das kleine Modell, also M. Der Begriff ,absolut® fiir eine
Formel besagt also, dafl eine Formel genau dann in dem groflen Modell giiltig ist, wenn
sie in dem kleinen Modell M giiltig ist. Ahnliche Betrachtungen kann man natiirlich
auch fiir Relationen und Funktionen machen, und dieses wird auch gleich geschehen. Es
stellt sich heraus, dafl die meisten elementaren Formeln oder Terme absolut sind, wie
z. B. 0, C, (x,y), ,,x ist transitiv® etc. (siehe dazu Lemma 7.4). Wenn aber Kardinal-
zahleigenschaften notig sind, um etwas zu beschreiben, so geht héufig die Absolutheit

82
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verloren. Nicht absolut sind so z. B. PB(z), w1, || < |y| oder cf(z) (die Kofinalitét von

Definition 7.2 Fiir neu definierte Relationssymbole R, Funktionssymbole F' und For-
meln oder Terme ¥ der erweiterten Sprache werden nun induktiv deren Relativierungen
auf M, die mit R FM) ynd UM bezeichnet werden, definiert. Weiterhin wird ge-
zeigt, daB folgendes gilt: Ist I' die Definition eines neuen Symboles, so ist I'™) ein Satz
von ZF ;.

(i) Sei ¥ eine Formel oder ein Term, der bereits definierte Relationssymbole Ry, ..., Ry
und bereits definierte Funktionssymbole Fi, ..., F} enthilt. Dann erhilt man ) aus
U, indem man jeden Quantor 3z durch (3x € M), entsprechend jeden Quantor Va durch

(Vz € M) und Relationssymbole R; bzw. Funktionssymbole F; durch RZ(M) bzw. FZ-(M)
ersetzt.

(ii) Das neue Relationssymbol R werde durch
Vry.. Ve, (R(zy, ..., z,) <= O(x1,...,2,)) (7.1)

definiert, wobei ® eine Formel der erweiterten Sprache ist, in der nur bereits definierte
Symbole der erweiterten Sprache vorkommen. Dann definiert man R™) in ZF,,; durch

Voy .. Vo, (RM(xy, ..., z,) <= @M (zy, ..., z,)) .
Ist nun I' die Definition von R, d. h. die Formel (7.1), so ist T'*)
Vo, € M) ...(Vx, € M)(RM(x1,...,z,) <= &M (zy, ..., z,))

und damit offensichtlich ein Satz von ZF;,.

(iii) Das neue Funktionssymbol F' werde durch
Vry.. Ve, Vy(F(xy,...,x,) =y < ®(x1,...,2,,Y)) (7.2)

definiert, wobei ® eine Formel der erweiterten Sprache ist, in der nur bereits definierte
Symbole der erweiterten Sprache vorkommt, und fiir die in ZF der Satz

V.. Ve, yWVz(P(xq, ..., 20, 2) <= 2 =1y)) (7.3)
gilt. Es gilt nun in ZF,; folglich der Satz
Vo, € M)...(Vx, € M)(By € M)(Vz € M)(®M) (..., 3,,2) <= 2 =1y)),

also ist F'|M eine Funktion von M nach M. Damit ist nun folgende Definition von F*)
moglich:

F(M)({L'l,.,.7$n) :y<:>($177{L‘n,y€M/\q)(M)(.T17,xn,y>)\/( \/ Z; g_f M/\yzm)

1<i<n
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Ist nun ' die Definition von F, d. h. die Formel (7.2), so ist T™) wie in Fall (i) ein Satz
von ZF ;.

Eine Formel ® der erweiterten Sprache nennt man nun absolut, wenn
ZFy b (Vo€ M) ... (Yo, € MO (2,.. ., x,) <= B(z1,...,2,))
gilt. Ebenso heif3t ein Term 7 absolut, wenn
ZFEy bk (Vzy e M) ... (Yo, € M)(tM (2, ... 20) = T(x1, ..., 2,))

gilt. Wie ich bereits angedeutet habe, gilt folgendes fiir jedes neue Funktionssymbol F'
in ZFy: x1,...,2, € M = FM) (..., 2,) € M. Man beachte auch, daf fiir zwei
verschiedene Definitionen eines Relations— oder Funktionssymboles, die in ZF dquivalent
sind, aufgrund von Axiom (M3) auch die Definitionen derer Relativierungen in ZF,
dquivalent sind. Aus diesem Grunde ist es egal, welche Definition eines neuen Symboles
man wahlt, da verschiedene Definitionen zu keinen Unterschieden fiihren.

Die beiden niichsten Lemmata sind ein Uberblick iiber die wichtigsten Absolutsheitser-
gebnisse, die man auch in jedem Buch iiber die Mengenlehre wiederfindet (empfehlens-
wert halte ich dabei das Werk [Kune80] von Kunen).

Lemma 7.3 In ZF gelten:

(i) Ist ® eine absolute Formel und ist ¥ zu ® dquivalent, so ist auch ¥ absolut.
(ii) Ist T ein Term, so gilt: ZF Fxy, ..., 2, € M = 7M) (..., 2,) € M .

(iii) T(x1,...,2,) ist genau dann absolut, wenny = 7(x1,...,x,) eine absolute Formel

18t.

(iv) Wird das neue Relationssymbol R durch R(z, ..., x,) <= ®(x1,...,x,) definiert
und ist ¢ absolut, so ist es auch R.

(v) Wird das neue Funktionssymbol F' durch F(xy,...,2,) =y <= ®(z1,...,Tn,y)
definiert und ist ® absolut, so ist es auch F'.

(vi) Sind die Formel ®(xy,...,x,) und die Terme 7(x1,...,x,) sowie T;(T1,...,Tm),
1 < i < n absolut, so sind es auch T(T1(T1,. . Tm)s. -, Tn(T1,...,Tm)) und
O(1i(1, )y (T, oy ).

(vii) Jede Formel, die sich aus absoluten Formeln durch Verknipfung mit Junktoren und
Anwendung eingeschrdinkter Quantoren (d. h. Quantoren, die die Form (3x € y)
oder (VYx € y) haben) ergibt, ist wieder absolut.

(viii) Sind ®(x) und VY(x) absolute Formeln (mit eventuell weiteren freien Variablen
aufer x), so daff ZFy F Vaed®(x) <= JzV(x) gilt, so sind auch JxP(z) und
VaW(zx) absolut.
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Beweis: (i) Seien zy,...,x, € M. Dann folgt:

(2, .. 20) 25 Oy, ..., 3,) 2 M (g, ..., z,) o T (gq, ... xy,)

(ii) Fiir neue Funktionssymbole F gilt zy,...,2, € M = FM)(z,... 2,) € M.
Damit 148t sich (ii) mit Induktion beweisen.

(iii) ist trivial.
(iv) und (v) sind Folgerungen aus (i) und (iii).
(vi) folgt sofort mit Hilfe von (ii).

(vii) Offensichtlich ergibt die Verkniipfung absoluter Formeln mit Junktoren wieder
absolute Formeln. Sei nun also ¥(z) = (3z € y)®(z) und ®(x) absolut. Dann gilt
VM) = (Fz € M)(x € y A@M(z)). Gilt nun y € M, so folgt auch x € M, da
M transitiv ist. Weiterhin gilt ®(z) <= ®®)(x) nach Voraussetzung. Damit ist fiir
y € M die obige Relativierung dquivalent zu (3z € y)®(x). Der Beweis fir (Vz € y)®(x)
wird analog gefiihrt.

(viii) Es gilt: 3z € M)®M(z) L5 (Jz e M)D(z)
= Jzd(z)
L W ()
— (Vo e M)¥(z)
L% (Vz e M)TM)(z)
&2 (3z € M) () O

Lemma 7.4 Die folgenden Terme und Formeln sind absolut:

{z,y}, {z}, (x,y), ,x ist ein geordnetes Paar®, p;(x) (d. h. das i-te Element von x,
wenn x ein geordnetes Paar ist, und () sonst) firi = 1,2, x <y (siehe Definition 3.12),
Uy, zNy, z\y,  C y, Rel(f), Fkt(f), ,.f ist eine injektive Funktion*, Vb(f),
Nb(f), f(x) (aufgefafft als ein Term mit den freien Variablen f und x), flz, 0, 1, 2,
3, 4, 5, ,x ist eine transitive Menge®, x ist ein Ordinalzahl®, ,x ist eine endliche
Ordinalzahl®, p(x), ,f ist eine endliche Folge“, x ist eine Substitutionsabbildung®, ,q
st ein Intervallbezeichner®, .f und g sind als Funktionen unvertrdglich®.

Beweis: Alle Aussagen werden nacheinander durch verschiedene Anwendungen von
Lemma 7.3 gefithrt. Ich mochte den Beweis hier nur fiir den schwierigsten Fall p(x)
fithren.

Sei ®(f) die Formel

®(f) = Fkt(f) A Vb(f) ist transitiv. A Nb(f) C On

A (Vo € Vb(f)) [(Vy € VB(f))(y € 2 = f(y) € f(x))
AN=(3z € f(2))(Vy € Vb(2))(y € 2 = f(y) € 2)]
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Die Formel ®(f) sagt aus, dafl f ein Anfangsstiick von p ist. Um das zu sehen, beachte
man, dal p : V. — On die Funktion ist, fiir die p(z) = V{p(y) + 1|y € x} fir jede
Menge z gilt. Der zweite Teil von ® sagt nun offensichtlich aus, dafl f(z) > f(y) +1
fir jedes y € z, x € Vb(f) gilt. Der dritte Teil dagegen gewéhrleistet, dal es keine
kleinere Ordinalzahl z als f(x) gibt, die f(x) > f(y) + 1 fiir jedes y € z erfiillt. Damit

gilt f(z) =V{f(y) + 1]y € x} fur jedes x € Vb(f).

O (f) entsteht aus der gemé Lemma 7.3(vii) und Ergebnissen aus Lemma 7.4 absoluten
Formel

®(f) = f ist eine Funktion Az’ ist transitiv A z” C On

ANVzea)|[(Vyead)yer=y" €y)
A (Fzey)(Vy ea’)(ycx=y" € 2)],

indem man z’ durch Vb(f), 2” durch Nb(f), v’ durch f(z) und y” durch f(y) ersetzt.
Damit ist ®(f) geméf Lemma 7.3(vi) und Ergebnissen aus Lemma 7.4 selber auch
absolut. Es gilt nun

y=plr) <= f(2(f) Az e VB(f) A f(x) = y) <= VI ((f) Az € VB(f) A f(x) =y),

womit nun mit Lemma 7.3(viii) nun y = p(z) absolut ist. O

Lemma 7.5 Die Formelz € SNy € x = y € S (d. h. S ist transitiv) ist in in N
giiltig.

Man beachte, dafl S in ZF die Allklasse V und damit in ZF trivialerweise transitiv ist.
Damit gilt:

lzeSryea| = \lz=s[yea
seS

< Vlyes|
seS

= V Vly=t|

seStes

< Viy=tl

tes

= |y es] =

Lemma 7.6 Sei ® eine Formel aus ZF. Dann gelten
B(xy,...,2,) = [|®F(xy,...,%,)|| =T und
O (21, .., 2,) = | (x1,...,%x,)|| = L.

Beweis: Der Beweis wird fiir beide Implikationen gleichzeitig per Induktion iiber den
Aufbau von Formeln (aus ZF) gefiihrt.

Der Induktionsanfang ergibt sich aus den Lemmata 5.5 und und 5.6. Der Induktions-
schritt bei der Verkniipfung von Formeln mittels Junktoren ergibt sich unmittelbar aus
der Induktionsvoraussetzung. Um schlielich den Fall ® = JxW¥ zu beweisen, beachte
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man, dafl ® genau dann in ZF giiltig ist, wenn es ein x € S mit ¥(x) gibt. Somit ergibt
sich die Aussage des Satzes fiir ® mittels Lemma 6.4(iii) nun auch aus der Induktions-
voraussetzung. O

Lemma 7.7 Sei ® eine absolute Formel aus ZF. Dann gelten
O(xy,...,x,) = ||P(X1,...,X,)|| =T und
P(xq,...,x,) = ||P(x1,...,%,)|| = L.

Beweis: Es gelte ®(xy,...,x,). Da ® absolut ist und da (M1) — (M3) in A gelten,
folgt
(Ve € S)...(Va, € S)( @ (..., 2,) <= ®(21,...,2,))|| = T.

Mit Lemma 6.4(iii) folgt ||(®)(xy,...,x,) <= ®(x1,...,%,))|| = T, mit Lemma 7.6
gilt |(®)(xy,...,x,)|| = T, woraus nun || ®(x,,...,x,)|| = T folgt.

Der zweite Teil des Lemmas wird analog bewiesen. a

Die beiden eben bewiesenen Lemmata bilden eine wesentliche Nahtstelle zwischen den
Theorien ZF und SP. Es ist ja die Intention bei der gesamten Beweisfiihrung, dafl
man eine Art Einbettung des Modelles von ZF via das Pradikat S und die Konstanten-
symbole s, s € S in das Modell A von SP hat. So mochte man z. B. viele (absolute)
Eigenschaften, die bestimmte Mengen x in ZF haben, auch fiir die entsprechenden Men-
gen in N, also die Mengen mit dem Namen x, nachweisen kénnen. Daf dieses in der
Tat auch moglich ist, wird gerade durch die beiden letzten Lemmata nachgewiesen. Es
werden nédmlich jetzt die hier (in ZF) bewiesenen Absolutheitsresultate auf A iibertra-
gen, indem man M durch die Klasse S der Standardmengen ersetzt. Die Giiltigkeit
von Axiom (M1) in N wurde bereits gezeigt. Aufgrund von Lemma 7.5 ist auch Axiom
(M2) in N giiltig, und mit Lemma 7.6 ist gilt schliefilich Axiom (M3) in A. Wie nun
der ,, Ubergang“ von ZF nach SP prinzipiell vonstatten geht, mochte ich an einem ganz
kleinen Beispiel erldutern.

Sei dazu a € S eine Ordinalzahl. Es ist zu erwarten, daf§ o in N eine Ordinalzahl ist,
d. h. es sollte ||a € On|| = T gelten. Doch das gilt nicht per Definition, sondern muf
bewiesen werden. Da aber z € On eine absolute Formel ist, folgt nun || € On|| = T
unmittelbar aus Lemma 7.7.

Satz 7.8 (Unendlichkeitsaxiom)
Esist 3x(By € ) AN (Vy € 2)(yU{y} e x) A(Vz € x)(3t € z)(2 # 0D = z =t U {t})),
d. h. das Unendlichkeitsaziom, in N giiltig. Es gilt weiterhin w = w in N.

Beweis: Sei ZF; die Mengenlehre ZF ohne das Unendlichkeitsaxiom. Die in diesem
Kapitel getroffenen Definitionen und die nachfolgenden Lemmata 7.3 und 7.4 kénnen
auch in ZFy durchgefiihrt werden; den so resultierenden Absolutheitsbegriff méchte ich
ZF ¢-absolut nennen.

Man setze

Pz)=Fyex)NVyex)yu{ytex)AN(Vzex)(Ftex)(z#0=2z=tU{t}).
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Mit den nun in ZF; bewiesenen Lemmata 7.3 und 7.4 ist ® ZF y-absolut. Man kann
weiterhin in ZF; zeigen, daf fiir ® die Aussage von Lemma 7.7 gilt. (Da dieses Lemma
im Beweis Lemma 7.6 benotigt, das wiederum mittels vollsténdiger Induktion bewiesen
wird, meine ich im Gegensatz zu Halpern und Lévy, dal man es in seiner allgemeinen
Form nicht analog in ZF; beweisen kann. Trotzdem kann man in ZF; die Induktion
bis zu ® durchfiihren, so dafl die Aussage des Lemmas auf ® zutrifft.) Da offensichtlich
¢ (w) zutrifft, folgt nun || P(w)|| = T und damit auch ||[Jz®(z)|| = T.

In ZF gilt natiirlich ®(z) <= = = w, also gilt dieses auch in N'. Da auch ®(w) giiltig
ist, folgt nun w = w in N. O

Satz 7.9 Die Formel Vx :x € On =z € S, d. h. die Aussage ,Jede Ordinalzahl ist
eine Standardmenge®, ist in N giiltig.

Beweis: Sei u ein beliebiger Term und sei a > A(u). In N gilt jeder Satz aus ZF, also
folgt insbesondere

lueOnNaeOn=uvecaVu=aVacul|=T. (7.4)

Mit den Lemmata 7.4 und 7.7 gilt ||a € On| = T. Wegen p(a) = a > A(u) folgen
aus Lemma 6.5 weiterhin ||u = af| = L und ||a € ul| = L. Also folgt aus (7.4) nun
|lu € On = u € a| = T. Aus den Formeln v € On = u € a, ,,S ist transitiv® und
a € S laBt sich w € On = u € S herleiten. Da aber S nach Lemma 7.5 auch in
transitiv ist und da ||a € S|| = T gilt, folgt damit |[u € On = v € S|| = T. O

Satz 7.10 ,Jede endliche Teilmenge von S ist ein Element von S“ ist in N giiltig.

Beweis: Da in N auch jede Ausprigung der vollstindigen Induktion giiltig ist, reicht
zu zeigen, dafl ) € S und VaVy(z € SAy € S = zU{y} € S) gelten. Die erste Formel
gilt mit Lemma 7.3(ii), da () nach Lemma 7.4 ein absoluter Term ist. Um die zweite
Formel zu zeigen, mul man |sU {t} € S|| = T fiir beliebige s, zeigen. Sei r = s U {t}.
Mit den Lemmata 7.3(vi), 7.4 und 7.7 folgt |[r = sU{t}|| = T. Da auch [[r € S||=T
gilt, folgt |[sU{t} € S| =T. O

Ich mochte bemerken, daf es fiir diesen Beweis nicht ausreicht, ein Argument der Form
,da S ein Modell von ZF ist, mufl S die leere Menge enthalten und abgeschlossen
gegen die Bildung von z U {y} sein® zu bringen. Das funktioniert deshalb nicht, weil
dieses sozusagen nur aus der Sicht innerhalb von S gilt (oder um es im Stil von Kunen
auszudriicken (siche [Kune80]): ,die Leute, die in S wohnen, sehen S als ein Modell von
ZF an, daf} z. B. die leere Menge enthilt). Doch es ist nachzuweisen, daf} es in N giiltig
ist, da} die leere Menge ein Element von S ist und S gegeniiber z U {y} abgeschlossen
ist. Dafl das eigenlich dasselbe ist, ist nicht per se evident, sondern wird gerade durch
die diversen Absolutheitsergebnisse nachgewiesen.
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Lemma 7.11 Sei I'(z) eine absolute Formel aus ZF, fir die T'(x) = z € S in N
giltig ist. Dann folgen:

(i) Firu e TL gilt [|[T'(u)|| = \/ |lu=s|.
['(s)

(i) |Bz(T(z) A ®(2))] = \(/)H‘P(S)H, [V (L(z) = @(2))|| = /(\) 1®(s)

(iii) |u € Onl = \/ |lu=a].

a€On

(iv) |G € On)@(a)|| = \/ [[2(a)]], [[(Var € On)@(a) = A [|2(e

a€On aeOn

Beweis: (i) Nach Lemma 7.7 folgt ||[I'(s)|| = T aus I'(s), und es folgt ||I'(s)|| = L aus
—I'(s). Damit gilt:

IT@)I = flu e S AT =V llu=s[l [T@)] =V [lu=s|[IT(s ||—\/IIU—S||

seS seS

(ii) folgt mit Lemma 6.4 aus (i), indem man 7" = {s|I'(s)} setzt.

(iii) und (iv) folgen aus (i) und (ii), indem man I'(z) = z € On setzt. Die zur Anwendung
von (i) und (ii) notigen Voraussetzungen folgen aus Lemma 7.4 und Satz 7.9. O

Satz 7.12 In N gelten (Va € On)(S N R(«) € S) und (Vo € On)(F N R(a) € S).

Beweis: Zum Beweis der ersten Formel reicht es wegen Lemma 7.11(iv) zu zeigen, daf
|1SN R(ax) € S|| =T fiir jedes a € On gilt. Mit s = R(a) gilt Va(x € s <= p(s) < «),
also mit Lemma 7.6 auch ||(Vz € S)(z € s <= p*)(z) < a)| = T. Es ist nach Lemma
7.4 aber die Funktion p absolut, d. h. in NV gilt (Vo € S)(p*¥(x) = p(z)). Damit folgt
|(Vz € S)(z € s <= p(z) < a)|| = T. Da fiir jedes x € S auch ||x € S|| = T gilt,
folgt mit Lemma 6.4(iii) weiterhin ||(Vz € S)(z €s<=x € SAp(z) < a)|| =T, d. h.
ls=SNR(a)||=T. Mit |[s € S|| =T gilt damit auch [|SN R(a) € S|| =

Die zweite Formel wird analog zur ersten Formel bewiesen. O

Gemif der Sdtze 7.5, 7.10 und 7.12 gilt nun Axiom (iii) in /. Der niichste Satz wird
auch die Giiltigkeit von Axiom (iv) in N nachweisen.

Satz 7.13 _F ist eine Funktion von On auf S* ist in N giiltig.

Beweis: Es sind die folgenden beiden Gleichungen zu zeigen:

||(Vx € F)(x ist geordnetes Paar A pi(x) € On Apy(x) € S
AVy € F)(pi(x) =pi(y) =z =y)ll=T, (7.5
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|(Vae € On)(3r € F)(p1(r) =a) A (Vz € S)(Ts € F)(pa(s) =2)|| =T . (7.6)

Um (7.5) und (7.6) zu zeigen, beachte man, dafl wegen Lemma 6.4 fiir beliebige Formeln
® folgende Gleichungen gelten:

Gz € F)®(2)| =V [lR)], [[(Ve € F)2(x)] = A [|2(x)]. (7.7)

zeF zeF

Um (7.5) zu beweisen, mufl man also fiir beliebige x,y € F' folgendes zeigen:
||x ist geordnetes Paar Api(x) € OnApy(x) € SA (p1(x) =p(y) = x=y)||=T.

Diese Giiltigkeit dieser Gleichung folgt sofort aus den Absolutheitsergebnissen in den
Lemmata 7.3, 7.4 und 7.7.

Um (7.6) zu beweisen, seien o € On und z € S. Setzt man r = («a, F'(a)) und sind s
und [ so gewéhlt, dafl s = (3, z) € F gilt, so reicht es wegen (7.7), Lemma 6.4(iii) und
Lemma 7.11(iv), wenn man

Ipi(r) = aApa(s)=z||=T

zeigt. Wie oben folgt auch die Giiltigkeit dieser Gleichung aus den Absolutheitsergeb-
nissen in den Lemmata 7.3, 7.4 und 7.7. O



Kapitel 8

Die Bewertung der Axiome (vi), (ii
und (v) von SP

Um nun die Giiltigkeit der Axiome (vi), (ii) und (v) in N nachzuweisen, mochte ich
zunachst einen Weg angeben, um auf sinnvolle Art und Weise Namen in £ fiir endli-
che Mengen von Termen und fiir Belegungen zu definieren. Dieses wird in den ersten
Definitionen und Lemmata geschehen.

Definition 8.1 Essei (ug, ..., u,_1) eine Folge von Elementen aus TL. Setzt man dann
a = max{A(u;) +1|i < n}, so sei

{ug, .. ., up1} = Qax(r =ugV...V2=1u,1) und
(u, )" = {{u}", {u,v}"}".

Lemma 8.2 Es gelten

(i) llu € {uo, -, un-a}ll =V llu=wil,
(it) | Fx(z € {uo, ..., un1}" A 2())[ =V [[@(w)] ,
IVa(x € {uo, .. una} = @(@))| = A 12wl ,

(iii) ||[{u,v}* = {u,v}|| =T und

(w) [I(u,v)” = (w,0)[| =T .

Beweis: (i) Es sei @ = max{A(u;) + 1|7 < n}. Dann folgt:

Ju € {uo,...,un1}]] = V fu=v[flv=uV...Vv=1u,|
Av)<a

91
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=V V llu=vlv=u

1<n \(v)<a

< Vlu=ul
<n

= Viv=wlllui=u V...V =1,
<n

<V lu=v|flui=uwV...Vu; =u,|
Av)<a

= ue {uo,. .. un1}"|

(ii) folgt aus (i) unter Anwendung von Lemma 6.4(ii).
(iii) {u,v}* = {u,v} ist der Ausdruck

(Ve e {u,v}")(z=uVe=v)Auec{uv}" Av e {uv}".
Mit (ii) und Lemma 5.4 zeigt man leicht, daf§ dieser Ausdruck die Bewertung T erhélt.

(iv) schlieBlich folgt sofort aus (iii). O

Definition 8.3 Sei W die Menge aller Funktionen A mit Vb(h) CC w und Nb(h) CC w,
d. h. W ist die Menge aller Substitutionsabbildungen. Fiir jedes h € W sei h* der Term
{(i, an@)* i € Vb(h)}*, d. h. h# = {uo, ..., u,_1}*, wobei die u;’s die Terme (i, an))*,
geordnet durch die ¢’s, sind.

Lemma 8.4 Fiir beliebige h,k € W gelten folgende Aussagen:

(i) |h* ist eine Belegung|| = T .
(ii) Fiir d = Vb(h) gilt |d = Vb(h#)|| =T .
(iii) Fiir i € Vb(h) gilt |h#(i) = anel| =T .
(iv) Firi ¢ Vb(h) gilt ||(i,a;) € h¥| = L.
(v) Firi e Vb(h) gilt ||(i,a,) € b#| = lla; = angl
(vi) Gilt h C k, so folgt |h# C k#|| =T .

(vii) |[(hok)* =h# o k#|| =T .

Beweis: (i) Sei ®(z,n) die Formel

(Vx € z)(Vy € z)(x ist ein geordnetes Paar A pi(x) € n A pa(x) € b
Api(z) =pi(y) =z =y)).



KAPITEL 8. DIE BEWERTUNG DER AXIOME (VI), (II) UND (V) VON SP 93

Dann ist die Aussage .,z ist eine Belegung® in ZF dquivalent zu (In € w)®(z,n). Sei
also ein n mit n O Vb(h) gewihlt. Um ||[®(h#,n)| = T zu zeigen, mufl man wegen
Lemma 8.2(ii) fiir (i, an@))*, (§, anj))* nun
| ((i, angy)* ist geordnetes Paar A pi((i, anw))*) € n A po((i, an)* )
AP (s an)™) = pi((, an)™) = (1 ane)” = G an)) )l =

beweisen. Das folgt aber aus Lemma 8.2(iii) und (iv). Da in N auch w = w gilt, folgt
aus ®(h*, n) nun (In € w)P(h*, n).

(ii) Es sei d = Vb(h). Mit den Lemmata 6.4(iv) und 8.2 folgt zunéchst eine Inklusion:

ld S VbR = [(Vz € d)(3y € h¥)(pi(y) = 2)|
S m/e\d 13y € 1¥)(pi(y) = %)
PRV e (G an)?) = x|
z€d i€Vb(h)
Lem. 8.2 /\ \/ i = x||
_ e

Es gilt in N auch die umgekehrte Inklusion:

IVb(r*) Cd| = [[(vy € h¥)(p(y) € d)]
FEEOA (s an)”) € d
i€Vb(h)
i€Vb(h)
Ler&5.5 T.

Aus d C Vb(h#) und Vb(h#) C d folgt in N auch d = Vb(h¥).

(iii) Fiir j € Vb(h) gilt ||(j, ang;))* € h#|| = T nach Lemma 8.2(i). Mit Lemma 8.2 folgt
damit auch die Giiltigkeit von (j, ap(j)) € h* in M. Da nach (i) h# in N eine Funktion
ist, muB in NV auch A% (j) = an gelten

(iv)—(vii) werden mit Hilfe von Lemma 8.2 dhnlich berechnet. O
Lemma 8.5 Es gelten folgende Aussagen:

(i) ||u ist eine Belequngl| = \/ |u= h*||.

hew
(ii) Fir k € W gilt |u ist eine Belequng Au 2 k#||= \/ |u=h"*|.
heW AhDk
(iii) ||Fx(z ist eine Belegung A ®(z))|| = \/ [|®(h*)],
hew
|Vz(z ist eine Belequng = ®(z))|| = A [|®(h7)].

heWw
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Beweis: (i) Die Ungleichung > folgt sofort aus Lemma 8.4(i). Die Aussage ,,u ist eine
Belegung® ist dquivalent zu

(In € w)(Fkt(u) A Vb(u) Cn A (Vi € n)(i ¢ Vb(u) Vi € Vb(u) Au(i) €b)).
Da in N auch w = w gilt, 148t sich die linke Seite von (i) zu

V |(Fkt(u) A Vb(u) CnA (Vi € n)(i ¢ Vb(u) Vie Vb(u) Au(i) € )|

new

berechnen. Den n-ten Summanden dieses Ausdrucks mochte ich mit ¢, bezeichnen. Es
ist nun also ¢, < ||u = h#| fiir jedes n € w zu zeigen. Mit Lemma 6.4(iv) gilt

¢, T2 ||Fkt(w)] | Vb(u) C nl|
A ’/\ i ¢ Vb(u) V (i € Vb(u) Au(i) € b)||
= ||Fkt(uw)] | Vb(u) C n]
AN (lEg Vb vV [l € Vb(u) Au(i) = a)
= ||Fkt(w)] | Vb(u) C n]
g \/d (‘/\\ Ii ¢ Vb(w)]| A /\d li € Vb(u) Aui) = agu)|l)
= Vo (IFkt(w)l] [[Vb(w) € nl

AN Il VB A A [l € Vb(u) Aui) = ag]))

ien\d ied

Die vorletzte Gleichung gilt aufgrund des unendlichen Distributivgesetzes in B (die Be-
dingung d C n A g : d — w statt einfach g : n — w dient dazu, um den einzelnen
Summanden ||i ¢ Vb(u)|| von den w-vielen Summanden ||i € Vb(u) A u(i) = a;|| zu un-
terscheiden). Ich méchte nun die Summanden in der rechten Seite der letzten Gleichung
mit eq, bezeichnen. Also ist fiir jedes d Cn und g : d — w nun eqy < Ve |R7 = ul]
zu zeigen. Dieses gilt bestimmt, wenn ich e, < ||g% = u|| beweise.

Es ist ||g7 ist eine Belegung|| = T wegen Lemma 8.4(i) giiltig und damit natiirlich auch
|[Fkt(g7)|| = T. Aus Absolutheitsgriinden gilt |d C n| = T, und mit Lemma 8.4(ii)
folgt daraus |[Vb(¢g#) C n| = T. SchlieSlich berechnet man mit Lemma 8.4 noch
i ¢ Vb(g#)|| =T fiir i € n\ d und i € Vb(g#) A g#(i) = ay;)|| = T fiir i € d. Damit
folgt nun:

iy = [Fkt(w)[|[[Vb(u) € nfl A /\\ li ¢ Vb(u)] [l ¢ Vb(g™)|
A /\d li € Vb(u)] [li € Vb(g™)|l [[u(i) = agwl 197 (1) = age|

< ||Fkt(u)]| [[Vb(u) € nl
AN Jli ¢ Vb(u) Aig Vb(g?) Vi€ Vb(u) A€ Vb(g?") Au(i) = g7 (i)

en
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< |IFkt(u) A Fkt(g*) A Vb(u) € n A Vb(g#) Cn
A(Vi €n)(i ¢ Vb(u) Ai ¢ Vb(g#) Vi€ Vb(u) Ai € Vb(g#) Au(i) = g7 (1))
< Ju= g7
Die letzte Ungleichung gilt, da die obere Aussage die untere Aussage u = g% in ZF

impliziert.

(ii) Gemaf (i) gilt

|u ist eine Belegung A u 2 k#|| = \/ |u= %] |u 2 k*|

hew

=V llu=nr7|||n* 2 k7|
hew

>V lu=hT 0" 2
heW AhDk

=V lu=nr7,
heW AR Dk

wobei die letzte Gleichung aufgrund von Lemma 8.4(vi) gilt. Damit ist nur noch < in
(ii) zu zeigen. Ist ein h € W gegeben mit Vb(h) 2 Vb(k), so folgt mit Lemma 8.2
sofort ||h#* D k#|| = L. Damit reicht es, wenn man fiir jedes h € W mit Vb(h) 2O Vb(k)
einl € W mit [ D k und ||ju = h#|| ||h* 2 k¥|| < ||u = I#|| konstruiert. Sei also ein
entsprechendes h gegeben. Man definiert ein [ : Vb(h) — w durch [(i) = k(i) fur jedes
i € Vb(k) und [() = h(i) fiir jedes ¢ € Vb(h) \ Vb(k). Man berechnet nun

W == A lans = el = |h7 2 k7.
i€ Vb(k)
Damit folgt [|u = h# || [|h* 2 k#[| = [lu = h#|| |B# = 1% < [lu = I7].
(iii) folgt mit Lemma 6.4(i) sofort aus (i). O

Der Nachweis der Giiltigkeit von Axiom (vi) in A unterscheidet sich von der Metho-
dik prinzipiell nicht vom Nachweis der Giiltigkeit der Axiome (iii) und (iv). Auch in
ihm werden diverse Absolutheitsaussagen zuerst bewiesen und dann benutzt. Aber der
technische Aufwand ist doch um einiges grofler als bei den den bisherigen Beweisen. Da
dieser Beweis auch zum allgemeinen Versténdnis des Gesamtbeweises der Konsistenz
von SP meines Erachtens nichts wesentliches mehr betrdgt, moéchte ich hier auf ihn
verzichten und nur eine ganz grobe Ubersicht iiber seinen Aufbau geben.

Da es um den Nachweis geht, dafl jedes Element von A einen Namen in £ hat, liegt
es nahe, die bei der Definition von Namen benutzten Terme und Funktionen, also z. B.
die Sprache £ und die Funktionen A\, den und occ auf Absolutheiten zu untersuchen.
Genau dieses geschieht im Beweis der Giiltigkeit von Axiom (vi). Es sind ja die Zeichen,
Terme und Formeln von £ (Klassen-)Terme von ZF, und es sind, wie ich bereits friither
erwahnte, alle Zeichen, Terme und Formeln von £ Elemente von S. Es verwundert
nicht, dafl es sich um absolute Terme von SP handelt. Man weist also zunéchst die
folgende Aussage nach:
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Die folgenden Terme von ZF sind absolut:

(i) =, V, €, =, z;, a;, S, o und . Dabei ist es egal, ob man z. B. 3, als blofles
Zeichen, also als den Term (1, ), oder als 1-Folge {(0, (1,«))} betrachtet.

(ii) s°t.

(iii) w.

Als néchstes weist man die Absolutheit der Funktion A nach, es gilt also:

Der Term A(x) ist absolut.

Nun mochte man die Absolutheit von Aussagen wie x € TL oder x € FL nachweisen.
Man beachte aber, dafl die Aussage z € TL das Pradikatensymbol S benétigt, da man
entscheiden kénnen muf3, ob z. B. ein Zeichen ein Konstantensymbol s fiir ein s € S ist.
Aus diesem Grund mufl man einen etwas modifizierten Absolutheitsbegriff benutzen,
der atomare Formeln der Form = =y, € y und nun auch S(x) beriicksichtigt. Wie bei
den ersten atomaren Formeln soll die Relativierung der Formel S(x) auf eine Klasse M
nichts #ndern, d. h. man definiert S(z)™) = S(x). Zu den Axiomen (M1)-(M3) wird
dann noch das Axiom

(M4)  Vz(S(x) = M(x))

zugefiigt. Alle bisher hergeleiteten Absolutheitsergebnisse, insbesondere die Lemmata
7.3 und 7.4, bleiben auch unter diesem erweiterten Absolutheitsbegriff richtig. So kann
man als néchstes folgendes beweisen:

(i) Sei T die folgendermaflen definierte Funktion: Fir x € FL sei T(x) die Menge
aller Indizes von freien Variablen von x, fir x € TL sei T'(x) = {{1}}, und sonst sei
T(z) ={{2}}. Dann ist der Term T(x) absolut.

(i) Die folgenden Formeln sind absolut: x € TL, x € FL und ,x ist ein Satz von L.

Schliellich beweist man, dafl das Substituieren eine absolute Umformung ist. Die prézise
Form dieser Aussage sieht wie folgt aus:

Sei sbt(o,i,u) die Funktion, die fir jedes 0 € FL, i € w und u € TL die Formel ergibt,
die durch Ersetzen aller freien Variablenvorkommen von x; in o durch u entsteht. In
allen anderen Fillen sei der Funktionswert (). Dann ist sbt(o,i,u) absolut.

Man kann diese Absolutheitsergebnisse nicht nur in SP, sondern auch in ZF benutzen.
In ZF gibt es zwar kein Pradikatensymbol S, aber man kann dort, wenn in ZF Abso-
lutheitsergebnisse mit S betrachten will, S(x) einfach als x = x interpretieren, d. h. S
ist in ZF die Klasse V' aller Mengen. Dieses habe ich ja bereits am Anfang von Kapitel
5 erwihnt. Wenn aber die Absolutheitsaussagen in NV benutzt werden sollen, so steht
natiirlich ein Pradikatensymbol S zur Verfiigung. In diesem Fall soll man die Pradi-
kate M(z) und S(z), die in den Absolutheitsbewiesen vorkamen, durch das in A zur
Verfiigung stehende Pradikat S(x) ersetzen.

Als néchstes werden nun folgende Absolutheitsaussagen bewiesen:

Die Terme occ(z) und sub(z, s) sind absolut.
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Es sind nun genug Voraussetzungen geschaffen, um eine Aussage zu beweisen, die schon
fast Axiom (vi) darstellt. Der Beweis allerdings wird per Induktion iiber die Defini-
tion von || || gefiihrt und bendtigt eine neunfache Fallunterscheidung. Er ist damit im
Gesamtbeweis der Giiltigkeit von Axiom (vi) der mit Abstand ldngste Teilbeweis. Die
Aussage lautet:

Sei t, der Term {(0,a)*, (1,a1)*,...,(m,ay)* }* mit m = n — 1. Dann folgt: Ist u
ein Term mit occ(u) C n, so gilt ||den(u,t,) = ul| = T. Ist ¢ ein Satz von L mit
occ(p) C n, so gilt ||den(¢,t,) = T = ||¢]|.

Mit diesen Voraussetzungen kann man nun schnell beweisen:
Axiom (vi) ist in N giiltig.

Die Giiltigkeit der Axiome (i), (iii), (iv) und (vi) in ' wurde unabhéngig von der Wahl
der Booleschen Algebra B nachgewiesen. Um aber nun die Axiome (ii) und (v) in N zu
beweisen, ist die Wahl einer bestimmten Booleschen Algebra nétig. Dieses ist auch nicht
weiter verwunderlich, da diese Axiome stark auf die Mengen a; und b zuriickgreifen.

Definition 8.6 Betrachte die Menge 2¢*“ aller Funktionen f : w x w — 2 = {0, 1},
und es sei P = {p|p CC f fiir ein f € 2**“}. Die endlichen Funktionen p € P werden
Bedingungen genannt. Fiir jedes p € P setzt man b, = {f € 2°*“| f D p} (diese b, soll-
ten nicht mit den Intervallbezeichnern b, verwechselt werden). Die Mengen b, werden
Elemente der noch zu definierenden Booleschen Algebra sein und sind als solche ebenso
wie die Elemente a;,, auch durch die Wahl ihrer Schrift gekennzeichnet. Man versieht
nun 2“*“ mit einer Topologie, indem man 2“*“ als das w x w-fache Produkt des zwei-
punktigen, diskreten Raumes 2 auffaft. Damit ist die Menge {b, |p € P} gerade eine
Basis dieser Topologie auf 2“*“. Fiir vertrédgliche Bedingungen p, q gilt offensichtlich
b,Nb, = b,u,. Wegen 227“\ b, = U{b, | ¢ = {((¢,n),1—p((¢,n))) fiir ein (i,n) € Vb(p)}
ist weiterhin jedes b, auch abgeschlossen. Es wird nun die vollstédndige Boolesche Al-
gebra B als die Menge aller regulér offenen Mengen dieses topologischen Raumes de-
finiert (d. h. B ist die Menge aller offenen Mengen, die der Kern ihres topologischen
Abschlusses sind). Man beachte, dafl fiir beliebige Elemente ¢,0 der Booleschen Al-
gebranun ¢ <9 <= ¢ C 0, cAD=c¢N0, L =0 und T = 2“%¥ gelten, aber die
Booleschen Komplement- und Supremumsoperationen nicht die mengentheoretischen
Komplement- und Vereinigungsoperationen sind. Da jedes b, offen und abgeschlossen
ist, ist es nun auch ein Element von B. Man kann nun die Elemente a;, definieren:
a;, ={f €2¢| f(i,n) = 1}. Es gilt offensichtlich a;,, = b, fiir p = {((¢,n),1)}, somit
folgt ain € B.

Es wird nun das Erzwingen (englisch ,forcing“) von SP-Formeln & definiert. Seien
Ziy, ..., x;, die freien Variablen von ® und es seien u;,, ..., u;, Terme. Dann setzt man

pIF®(wy, .. uy) <= b, < || P(wy, ..., w,)|
(plF D (uy, ..., uy,) wird ,p erzwingt ®(u;,, ..., u,, )" gelesen).

Ich habe bereits frither erwdhnt, dafl die Elemente a; in einem gewissen Sinn nicht un-
terscheidbar sind. Diesen Ansatz will ich nun prézisieren, indem ich die a;’s permutiere
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und untersuche, wie sich das auf die Bewertung von Formeln auswirkt. Die Permuta-
tionen der a;’s werden von Permutationen von w indiziert, die dann auf kanonische Art
und Weise auch Permutationen auf 2“*“ schliellich Automorphismen auf B indizieren.
Dieses wird in der néchsten Definition deutlich.

Definition 8.7 Sei o eine Permutation von w. Fiir f € 29%¢ definiert man nun o(f)
durch o(f)(o(i),n) = f(i,n). Ist U eine Teilmenge von 2“*“  so sei dann weiterhin
o(U)=A{o(f)|f €U} =o[U]. Fiir eine Bedingung p sei schliefflich

o(p) = {((a(i),n), 1) | ((7,n),1) € p} .

Es werden so offensichtlich bijektive Abbildungen auf P, auf 2*“ und auf J(2¢*%)
definiert, deren inverse Abbildungen die von o~ ! induzierten Abbildungen sind. Fiir
f €2 und p € P gilt weiterhin f D p <= o(f) 2 o(p). Daraus folgt

o(by) ={a()[f2p} ={o(f)o(f) 20} ={f|F 20(p)} =bog) -

Sei nun U eine offene Menge des topologischen Raumes 2¢*“, d. h. es existiert ein
P’ C P mit U =U{b,|p € P'}. Damit folgt wie eben

oU) = {o(f)|f2pfiireinpe P}
= {o(f)|o(f) 2 o(p) fiir ein p € P’}
= U{bo Ip € P}

Damit ist o auf dem topologischen Raum 2“*¢ eine bijektive und offene Abbildung. Da
das auch auf deren Inversen o~! zutrifft, ist 0 damit ein Homdomorphismus. Folglich
ist o|B ein Boolescher Automorphismus.

Fiir die Mengen a;,, gilt schlieBlich o'(a;,) = a5(),n. Somit kann o kanonisch auf TLU FL
fortgesetzt werden, indem man in jedem Ausdruck der Sprache £ jedes a; durch as;
ersetzt.

Lemma 8.8 (i) Fiir jeden Satz ¢ von L gilt ||o(¢)|| = o(]|#]]).
(ii) Fir jede SP-Formel W gilt ||¥(o(v1),...,0wn))| = a(||¥ (v, ..., v)]|).

Beweis: (i) Ich mochte zunéchst anmerken, daf§ offensichtlich A(u) = A(o(u)) fiir jeden
Term u gilt. Der Beweis wird nun per Induktion iiber den Aufbau von ¢ gefiihrt, wie
er in der Definition von || || (siehe Definition 5.1) benutzt wurde. Ich beginne mit den
atomaren Formeln der Form u; € u;. Ich méchte nur den schwierigsten Fall beweisen,
wo u; ein Aussonderungsterm ist. Die anderen Félle werden analog gehandhabt.

Sei also ¢ = u € $uatp(x). Dann folgt:

Def. || |

o([lu € Gaztp(2)]]) oV llu=vllll¢@))

Av)<a
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TR\ a(flu = vl)a (¢ )]])

Av)<a

= (\/ lo(u) = a ()| lo(())ll

LT N/ o(u) = o) o) (@)

Av)<a

Vot =)l

)<
lo(u) € Gaza()(@)]
@)

Sei nun ¢ = u = v und vy = max{A(u), A(v)}. Dann folgt:
o([lu= l))

= o

Ser il (N llzcus=zen|)

Az)<y

cAmem A (| € u =z € vl
AMz)<y

E A lo@) € o(u) <= o(z) € 0(v)]

Az)<y

=" N 2’ € o(u) <= ' € o(v)||
Aa')<y

lo(u) = o(v)]|
Sei ¢ = —p. Dann folgt:
o=l = o(lwlt) =™ (o (lv])*

Y oe@)t "E me(w)
= o)l
Der Fall ¢ = 1 V ¢, wird analog behandelt.
Sei ¢ = 3,21 (x). Dann folgt:
o(|Faz(@)) "= o\ o))
Av)<a
7hEem /o (|l (v)])
A(v)<a
£ e@) (o))
A(v)<a
2\ o))
A(v)<a
P 13,20 () (@)

w)
1%
q

lo(Fazt(2))]l

99
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(ii) Der Beweis wird per Induktion iiber den Aufbau von ¥ gefiihrt.

Gilt ¥ = 2; € x; oder ¥ = x; = x;, so folgt die Aussage von (ii) sofort aus (i).
Sei ¥ = S(x). Dann folgt:

oISy "E oV flu =)
TV o(lu=s])
s€S
8\ Jlo(u) = s|l)
sesS
B EC O

Der Fall ¥ = F(z) wird analog behandelt.
Fiir ¥ = —-® oder ¥ = ®; V &, wird der Beweis genau wie in (i) gefiihrt.
Sei ¥ = Jz®(x). Dann folgt:

o(Fed (@, w, . u)l) "= oV 1w u)])
a1 1B ) )
v “i/:||q><a<u>,a<u1>,...,a<un>>||
o bij. i\/ﬂncb(u’,a(ul),.-.,a(un»ll
DL | 3 (2)) (o (), .., o () =

Lemma 8.9 Es gelte p k- ®(uq,...,u,) fir eine Bedingung p und es sei p’ die Ein-
schrankung von p auf alle Paare (i,m), so daff a; in einen der Terme uq, . .., u, auftritt.
Dann gilt auch p" IF ®(uy, ..., uy).

Beweis: Fiir jede Bedingung ¢ setzt man Vb*(¢) = {i|3Im (i,m) € Vb(q)}. Gilt
nun Vb*(p) = Vb*(p'), so folgt p = p/, und das Lemma gilt trivialerweise. Sei also
Vb*(p) \ Vb*(p') = {i1,...,4}. Weiterhin sei ein m mit m O Vb"(p) gewidhlt. Zu
jeder Zahl k > m existiert offensichtlich eine Permutation oy, die auf U;<;<, occ(u;)
die Identitét ist und die iy,...,4; auf Zahlen > k abbildet. Gemé&fl Voraussetzung gilt
b, < ||[®(us,...,u,)||, also auch ox(b,) < op(||®(u1, ..., u,)|). Mit Lemma 8.8 folgt nun

0oy ) = 0k (bp) < ok ([|P(us ..o un)l) = [[@(on(ur), - -, ok (un)) || = [P (w5 un)]-

Man setzt jetzt ¢ = [|®(uy,. .., u,)|, und damit ist nun b,y < ¢ zu zeigen. Angenommen,
das trifft nicht zu. Damit gilt b,y A ¢* # L, womit also ein ¢ mit b, C b,y A ¢! existiert
(denn es ist {b, | ¢ € P} ein \/-Erzeuger von B). Es folgt damit ¢ O p’ und b,Nc = (). Man
wihle nun eine natiirliche Zahl k£ mit £ O Vb*(¢). Dann ist ¢’ = o4 (p) U g offensichtlich
eine Bedingung. Damit folgt einerseits by C b,, () C [|®(u1, ..., u,)|| = ¢, andererseits
aber b, C b, b,Nc=10, also by Nc = 0. Wegen b, # () ist das ein Widerspruch. O
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Lemma 8.10 (i) Fliir jedes i € w ist a; Cw Aa; € b in N giiltig.
(ii) (Vz € b)(x Cw) ist in N giiltig.

Beweis: (i) Fiir jeden Term u gilt

Def. || |

Det. | |
€ ad "2\ = nfla, < V=) P2 ju e wl.
new new
Da in N auch w = w gilt, folgt
Vz(z € a; = 2 cw)||= [Vaz cas =z ew)| "2 A luca = uecw|=T
ue€TL
Die Giiltigkeit von a; € b folgt sofort aus der Definition von || ||.
(ii) Mit Teil (i) und der Definition von || || gilt
luedll =V [lu=ailllai S wl| <V luCw| = [uCw]|.
(IS% i€w

Damit folgt

[(Vz eb)(z Cw)||=|Vz(zeb=2Cw)[[= A\ Jueb=uCuw|=T. O

u€TL

Lemma 8.11 Fiir jeden Intervallbezeichner q gilt

lai € bql| = {f € 2 [ (Vn € Vb(q)) (f(i,n) = q(n))} .

(Man beachte, daf$ der Index von by ein Konstantensymbol ist, so dafi by im Gegensatz
zu b, ein Term der Sprache L ist.)

Beweis: Da in NV bereits a; € b gilt, ist aufgrund der Definition von b, nun a; € bq in N
dquivalent zu (Vn € Vb(q)) (n € a; <= q(n) =1). Sei Vb(q) = d, dann ist Vb(q) =d
in N aus Absolutheitsgriinden (Lemmata 7.3, 7.4 und 7.7) giiltig. Mit Lemma 6.4(iv)
folgt nun

la; € byll = ||[(Vrn ed) (n €a;, <= q(n) =1)| = /\ In € a; <= q(n) =1|.
ned

Wiederum mit Absolutheitsargumenten gilt ||q(n) = 1| = T, falls ¢(n) = 1 gilt, und
la(n) = 1|| = L, falls ¢(n) = 0 gilt. Aufgrund der Definition von || || gilt weiterhin

In € a;]| = a;,. Setzt man ¢© = ¢+ und ¢ = ¢ fiir jedes ¢ € B, so folgt damit nun
lai € ball = A ay”
ned

Mit a;,, = {f € 22| f(i,n) = 1} folgt a,;; = {f € 2| f(i,n) = 0}. Damit gilt
insgesamt

lai € bgll = ({f € 2| f(i,n) = a(n)}

ned

= {fe2[(vn e Vb(q)) (f(i,n) = q(n))} . O
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Lemma 8.12 Fiir jeden Intervallbezeichner q ist by # 0 in N giiltig.

Beweis: Ich mochte zeigen, dal (3z € b)(x € b,) in N giiltig ist. Geméf Lemma
6.4(i1) gilt [|(3x € b)(x € by)|| = Viewllai € byl|. Fiir jedes i € w setzt man jetzt
¢ = |la; € byl = {f € 29%“|(Vn € Vb(q)) (f(i,n) = q(n))}, womit nun V,c,¢; = T
zu zeigen ist. Angenommen, das ist falsch. Dann existiert eine Bedingung p € P mit
b, < (Vicw &) = Aicw ¢t Es sei nun ein i mit i ¢ Vb*(p) = {i|3In((i,n) € Vb(p))}
gewihlt. Offensichtlich folgt b, N ¢; # 0, also b, £ ¢;* und damit ein Widerspruch. O

Satz 8.13 In N gilt Aziom (i) von SP.

Beweis: Gemifl Lemma 8.10(ii) ist b C PB(w) in N giiltig. Es ist also nur noch zu
zeigen, dafl in N jedes absolute Intervall nichtleer ist. Da bereits die Giiltigkeit von
Axiom (iii) in N nachgewiesen ist, ist in A/ jeder Intervallbezeichner ein Element von
S. Damit folgt mit Lemma 6.4(iii) nun
I¥q(q ist Intervallbezeichner = b, # 0)|
= ||(Vq € S)(q ist Intervallbezeichner = b, # )|

= A |l(aq ist Intervallbezeichner = by # 0)|| .
qeSs

Aus Absolutheitsgriinden ist ||q ist Intervallbezeichner|| gleich T oder L, je nachdem,
ob ¢ ein Intervallbezeichner ist oder nicht. Damit folgt mit Lemma 8.12

|(Vq € S)(q ist Intervallbezeichner = by # 0)]|
= A\{llbq # 0|/ | ¢ ist Intervallbezeichner}
=T. .

Satz 8.14 Das Aziomenschema (v) der Fortsetzbarkeit ist in N giiltig.

Beweis: Sei ® eine Formel aus SP. Die entsprechende Ausprigung von Axiom (v) ist
dquivalent zu

(Vzq,...,Vo, € SU{b})(Vm € w)Vy
(y ist eine Belegung A y ist injektiv A Vb(y) = m A ®(x1,...,z,,y) =
dq(q ist eine Funktion A Vb(q) =m
A(Vi,j € m)(q(7) ist Intervallbezeichner A y(i) € byy A (1 # § = by N by = 0))
AVz(z ist eine Belegung A z ist injektiv
AVb(2) = m A (Vi € m)(2(i) € byi)) = (w1, Tn, 2)))) -

Um die Giiltigkeit dieser Formel in N nachzuweisen, werde ich sie nach und nach ver-
einfachen. Zuerst mochte ich die Allquantoren am Beginn eleminieren. Es gilt natiirlich
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|lu € SU{b}|| = Vses ||t = s||V|u = b||, somit kann ich auf die ersten Quantoren Lemma
6.4(ii)) anwenden. Auf den n#chsten Quantor kann ich Lemma 6.4(iv) anwenden, da
w = w in N gilt. Den letzten Quantor schlieBlich beseitige ich mit Lemma 8.5(iii). Um
die Giiltigkeit der obigen Formel nachzuweisen, muf ich fir us,...,u, € SU{b}, m € w
und h € W nun

|h# ist injektiv A Vb(h#) = m A ®(uy, ..., u,, h?)| <

|I3¢(q ist eine Funktion A Vb(q) =m

A(Vi, j € m)(q(i) ist Intervallbezeichner A h# (i) € byy A (i # § = by N by = 0))

AVz(z ist eine Belegung A z ist injektiv

AVDb(z) =m A (Vi € m)(2(i) € byu)) = P(ur, ..., un, 2)))||
(8.1)

zeigen. Ich bezeichne die rechte Seite dieser Ungleichung mit ¢. Zuerst mdochte ich die
linke Seite der Ungleichung vereinfachen. Ist h eine nicht injektive Belegung, d. h. es
existieren i # j mit h(i) = h(j), so folgt ||anu) # an@l| = L, und daraus kann man mit
Lemma 8.4(iii) nun ||h# ist injektiv|]| = L berechnen. Fiir m # Vb(h) leitet man aus

Lemma 8.4(ii) weiterhin ||[Vb(h#)|| = L her. Zum Nachweis von (8.1) reicht es also, fiir
injektive Belegungen h mit Vb(h) = m nun

1D (g, ..., up, AF)|| < e

zu zeigen. Angenommen, das ist nicht so. Dann gilt ||®(u1, .. ., u,, h*)||Aet # 1, damit
existiert ein b, < ||®(uy, ..., u,, h¥*)| Aet. Ich erweitere p’ zu einer Bedingung p, so dafl
folgendes gilt: Aus (i,j) € Vb(p) und j' < j folgt auch (i, j’) € Vb(p), und fiir i,k < m
mit ¢ # k existiert ein j mit (h(i),7), (h(k),7) € Vb(p) und p(h(i),5) # p(h(k),j).
Definiert man nun Funktionen gy, ..., ¢,_1 durch ¢;(j) = p(h(i),J), so sind aufgrund
der Eigenschaften von p diese ¢;’s nun paarweise unvertrigliche Intervallbezeichner. Es
sei ¢ das m-Tupel dieser Intervallbezeichner, d. h. es gilt ¢(i) = ¢; fiir jedes i < m. Aus
p 2 p' folgt offensichtlich b, < b, < ||®(uy, ..., u,, h?*)| A et. Ich méchte nun einen
Widerspruch herleiten, indem ich b, < e beweise. Um das zu tun, reicht es nun,

b, < |qisteine Funktion A Vb(q) =m
A(Vi, j € m)(q(i) ist Intervallbezeichner A h# (i) € by
Ai 7 § = bas) Nbq) = 0))
AVz(z ist eine Belegung A z ist injektiv
AVDb(z) =m A (Vi € m)(2(7) € bgu)) = P(u1, ..., Uy, 2))|| (8.2)
zu zeigen. Fiir den Beginn der in (8.2) bewerteten Formel gilt aus Absolutheitsgriinden
|q ist eine Funktion AVb(q) = m|| = T. Um den néchsten Teil der Formel zu betrach-
ten, setze ich
o = |(Vi,j € m)(q(i) ist Intervallbezeichner A h# (i) € by
A (i 7§ = ba) Nbag) = D))
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und zeige b, <. Mit Lemma 6.4(iv) folgt

o = A |a(i) ist Intervallbezeichner A h#(i) € bq(i)
,JEM
A (1 # § = bga Nbgg = D) - (8.3)

Aus Absolutheitsgriinden gilt ||q(i) ist Intervallbezeichner| = T fiir jedes ¢ < m. Ich
mochte nun

1073 = baw Nbag) =0 =T (8.4)

zeigen. Fiir ¢ = j ist das offensichtlich richtig, seien also 7,7 € m mit ¢ # j. Dann
sind ¢(7) und ¢(j) unvertriglich, womit aus Absolutheitsgriinden auch in N ,¢(i) und
q(j) sind unvertriglich“ gilt. In A gilt aber auch ,sind r und s unvertrigliche Inter-
vallbezeichner, so folgt b, N b, = 0, somit ist bgs) N by = 0 in N giiltig. Also gilt
(8.4).

Zum Nachweis von b, < d muB ich also nur noch b, < ||h#(i) € byl filr jedes i < m
zu zeigen. Mit den Lemmata 8.4(iii) und 8.11 gilt

IR7 (i) € bgwll = llans) € bawll
= {fe29[(¥n € Vb(q(i))) (f(h(i),n) = q(i)(n))} .

Mit (8.3) und der Definition von ¢ folgt nun

0

{f € 22| (Vi € m)(Yn € Vb(q(1))) (f(h(i),n) = q(i)(n))}

{f €227 [ (Vi € m)¥Vn((h(i),n) € Vb(p) = f(h(i),n) = p(h(i),n))}
{fe27“|f2p}

— b,.

U

Um also (8.2) zu beweisen, muf} ich nur noch

b, < [[Vz(z ist eine Belegung A z ist injektiv
AVb(z) = m A (Vi € m)(2(i) € bga)) = P(ur, ..., un, 2))|

zeigen. Ahnlich wie nach (8.1) sieht man, daB es reicht, fiir jedes injektive k € W mit
Vb(k) = m nun

b, < [|(Vi € m) (k¥ (i) € bgw)) = Plur, ..., un, k7))
zeigt. Ich beweise die dquivalente Aussage

by A (7 € m) (K#(3) € bogo) | < @, ., KF)]] (8.5)
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Aufgrund der Definition von ¢ und mit den Lemmata 6.4(iv), 8.4(c) und 8.11 gilt
1(¥i € m)(k# (i) € byga)) |
Lem. 6.4 .
=0 N\ B (i) € b

eEm

Lem. 8.4
=7 N\ llan) € ba |

FE A LS € 29| (Yn € Vb(g(d))) (f(k(3),n) = q(i)(n))}

SN {F €227 ¥n((h(i),n) € Vb(p) = f(k(i),n) = p(hi),n))}

={fe2|f2r}
:b7"7

wobei r € P die Bedingung ist mit Vb(r) = {(k(i),n) |i < m A (h(i),n) € Vb(p)} und
r(k(i),n) = p(h(i),n) fir jedes (k(i),n) € Vb(r). Somit ist nun

bp/\br < |’®(u177un7k#)” (86)
zu zeigen. Da jedes u; entweder b oder s fiir ein s € S ist, gilt occ(®(uy, ..., u,, h*) =
occ(h?#) = {an),---,anem-1}. Sei nun p” die Einschrinkung von p auf alle Paare

(h(i),1) mit i < m. Da plF ®(uy, ..., u,, h?) gilt, folgt gemiBl Lemma 8.9 nun auch
p" Ik ®(uy, ..., u,, h"). Da h injektiv ist, existiert eine Permutation o mit o(h(i)) = k(4)
fiir jedes i < m. Offensichtlich gilt o(h#) = k%, und gemif der Definition von r gilt
auch o(p”) = r. Mit Lemma 8.8 folgt damit

r=oc(") Ik ®(c(u),...,o(u,),o(h*)) = ®(uy, ..., un, k),
und das bedeutet aufgrund der Definition von IF nun

b, <||P(u1,. .., Un, k#)|

womit nun auch (8.6) bewiesen ist. O

Da nun der Gesamtbeweis der Konsistenz von ZF+BPI+—-AC endlich abgeschlossen ist,
stellt sich vielleicht noch die Frage, warum ich in meiner Diplomarbeit einen mittlerweile
23 Jahre alten und damit eigentlich auch wveralteten Artikel bearbeitet habe. Dazu
mochte ich zwei Griinde anfiihren.

Nachdem Cohen mit seinen Arbeiten und der darin beschriebenen Forcingmethode
die Moglichkeit erdffnete, Unabhéngigkeitsresultate in der Mengenlehre zu beweisen,
beschéftigten sich sehr viele Mathematiker mit derartigen Beweisen, und es wurde von
fast sdmtlichen relevanten iiber ZF hinausgehenden Prinzipien geklért, in welcher Be-
ziehung sie untereinander stehen. Auch die Forcingmethoden an sich wurden verfeinert
und ausgebaut. Wenn aber auch sdmtliche , klassischen“ Fragestellungen gelost sind,
so tauchen aber immer wieder noch weitere Prinzipien auf, von denen z. B. nicht klar
ist, ob sie dquivalent zu AC sind oder nicht. Ein Beispiel dafiir ist das mengentheore-
tische Induktionsprinzip, das folgendes besagt: Ist eine Teilmenge von P(X) (mit einer
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beliebigen Menge X) gegeben, die sdmtliche endlichen Teilmengen von X enthélt und
die gegeniiber der Bildung von beliebigen Vereinigungen abgeschlossen ist, so handelt
es sich bereits um JB(X). Dieses Prinzip 148t sich sicherlich mit AC beweisen, und es
ist auch ein Beweis mit MC (Multiple Choice: Bei MC wird nicht wie bei AC jeweils
ein Element aus einer Familie nichtleerer Mengen ausgewéhlt, sondern nur jeweils eine
nichtleere endliche Teilmenge.) bekannt. Da aber in ZF (nicht aber in ZF;) AC und
MC &quivalent sind, ist die Frage noch nicht geklért, ob in ZF das mengentheoretische
Induktionsprinzip schwécher als das Auswahlaxiom ist. Meiner Meinung nach gibt es
also immer noch Anwendungen fiir Forcingmethoden.

Gerade der vorliegende Forcingbeweis zeigt weiterhin auch sehr schon, dafl es durchaus
sinnvoll ist, in der Mathematik ab und zu die klassische Logik zu verlassen und z. B.
mehrwertige Logiken zu betrachten. Es verstérkt sich seit einigen Jahren der Trend
zur Fuzzylogik und zu Fuzzymengen, wo auch Wahrheitswerte echt zwischen wahr und
falsch betrachtet werden (siehe z. B. [Zimm91] oder [DuPr80]). Doch in dieser Logik be-
nutzt man statt vollstdndiger Boolescher Algebren das reelle Einheitsintervall [0, 1]. Ich
mochte kurz beschreiben, wie in der Fuzzylogik und in Forcingbeweisen eine Verallge-
meinerung des Mengenbegriffes stattfindet. Bei einer fest vorgegeben (normalen) Menge
X werden in der Fuzzylogik die unscharfen Teilmengen charakterisiert als die Funktio-
nen von X nach [0,1]. Da gewohnliche Teilmengen von X mit ihren charakteristischen
Funktionen, die von X nach {0, 1} gehen, identifiziert werden kénnen, handelt es sich
hier also um eine echte Erweiterung des Potenzmengenbegriffes. Bei Forcingbeweisen
(wenn auch nicht bei dem hier vorliegenden) wird folgende Hierarchie definiert:

(i) M7 =0, MP = U{MF |3 < a}, falls a eine Limeszahl ist,
(i) M7y ={fIFkt(f) AVB(f) S M7 AND(f) € B}
(iii) MP =U{MPB|a € On}.

Wie man sieht, sind sich beide Konzepte recht d&hnlich. Doch bei der Fuzzylogik treten
meines Erachtens zwei Probleme auf:

(i) Man beschrankt sich nur auf unscharfe Teilmengen einer fest vorgegebenen norma-
len Menge X. Es konnen also nur Begrifflichkeiten, die sich auf Teilmengen einer
Menge X beziehen (z. B. Konzepte wie Unteralgebren oder Relationen), durch die
Fuzzylogik verallgemeinert werden.

(ii) Es ist nicht offensichtlich, wie die mengentheoretischen Verkniipfungen a Ub, aNb
und X \ a (wobei @ und b nun Funktionen von X nach [0, 1] sind) modelliert
werden sollten. Normalerweise setzt man a N'b = {min{a(z),b(z)} |z € X},
aUb = {max{a(z),b(z)} |z € X} und X \a = {1 —a(z)|z € X}. Wenn
man aber a(x) als die Wahrscheinlichkeit ansieht, mit der x in der unscharfen
Menge a liegt, so erscheinen die Definitionen der N- und U-Operationen eher als
unplausibel (bei der N-Operation hitte man vielleicht statt der Minimumbildung
von a(x) und b(x) deren Produkt vorgezogen). Auch die Komplementbildung ist
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eher unbefriedigend, gelten doch weder (X \a)Ua = X (wobei das rechte X als die
Funktion zu interpretieren ist, die jedem z € X die 1 zuordnet) noch (X \a)Na = ()
(wobei entsprechend () die Funktion ist, die jedem 2 € X die 0 zuordnet).

Beide Probleme wiirden nicht entstehen, wenn man in der Fuzzylogik statt auf die bishe-
rigen unscharfen Mengen auf die Mengen in M zuriickgreifen wiirde. Es ist wohl auch
erkennbar, dafl sich einige Autoren von der strikten Einschrénkung auf [0, 1] trennen
wiirden, doch mir ist nicht bekannt, ob man sich explizit schon vollstdndigen Booleschen
Algebren zugewandt hat. Man darf aber natiirlich auch nicht iibersehen, dafi die Wahl
des Intervalles [0, 1] grundsétzlich erst einmal am anschaulichsten erscheint, man sich
bei Booleschen Algebren aber erst einmal klar werden miifite, wie verschiedene Elemente
der Booleschen Algebra als Wahrscheinlichkeitsmafl des Enthaltenseins einer Menge in
einer anderen zu interpretieren wéren. Es liegt in der Fuzzylogik in diesem Zusammen-
hang vieles im Ermessensspielraum des jeweiligen Mathematikers, und die Festlegung
von bestimmten unscharfen Mengen als Modelle bestimmter Entitéten ist sehr hiufig
Interpretationssache. Trotzdem bin ich der Meinung, dafl sich in der Fuzzylogik eine
Betrachtung des Umganges von Booleschen Algebren in Forcingbeweisen als fruchtbar
erweisen wiirde.

~ ENDE ~
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